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Vorbemerkung. 

Die Vorlesungen über elliptische Functionen, welche Weierstrass 
im Sommersemester 1885 an der Universität Berlin hielt, sind meines 
Wissens seine letzten über diesen Gegenstand. Man darf deshalb wohl 
annehmen, dass dieselben eben diejenige Abfassung ausmachen, die er 
seinen genialen Untersuchungen über jene Functionen endgültig hat 
geben wollen. Wenn dem so ist, so muss nur um so mehr bedauert 
werden, dass die Herausgabe seiner Vorlesungen nicht allein über el- 
liptische, sondern auch über analytische Functionen schon so lange 
auf sich warten lässt. Denn der Werth und die Bedeutung der ihm 
eigenen Functionen und Lehrsätze können erst dann in voller Klarheit 
2:um Vorschein kommen und gehörig gewürdigt werden, wenn diese 
Functionen und Lehrsätze in dem ihnen gebührenden Rahmen, d. h. 
im Lichte seiner Theorie der analytischen Functionen dargestellt und 
betrachtet werden. Aber sogar schon von nur rein formalem Gesichts- 
punkte aus ist die Herausgabe der genannten Vorlesungen kaum min- 
der wünschenswerth; denn sie bilden ein Gedankengebäude von fast 
alleinstehender logischer Strenge, Homogeneität und durchsichtiger 
Klarheit, wo alles mit den einfachsten — also auch den für die Unter- 
suchungen natürlichsten und ihnen besonders angemessenen — Mitteln 
hergeleitet wird, d. h. sie bilden ein wissenschaftliches Ganzes, das 
auch den höchsten Ansprüchen auf systematische Einheitlichkeit ge- 
recht ist, sich mit gewissenhafter Sorgfalt bestrebt, jede Zuhilfenahme 
fremder . Beweisgründe zu vermeiden, und folghch als ein wahres Muster 
von wissenschaftlicher Leistung aufgestellt werden kann. 

Die theoretische Entwickelung, welche Weierstbass in den oben 
genannten Vorlesungen über elliptische Functionen vollständig zum Ah- 
schluss geführt hat, kann kurz bezeichnet werden als die Theorie der- 
jenigen mit einem algebraischen Additionstheoreme versehenen ein- 
Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. l, Impr. "5 11)07. l 
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2 M. Falk, 

deutigen analytischen Functionen, welche überall im Endlichen von 
rationalem Charakter sind. Es kamen allerdings in jenen Vorlesungen 
— und zwar schon in einer der ersten — auch noch einige allgemei- 
nere Untersuchungen über analytische Functionen eines Arguments^ 
die ein algebraisches Additionstheorem besitzen, vor; aber diese Unter- 
suchungen, die übrigens von der beschränkenden Voraussetzung aus- 
gingen, dass die Functionen sich an der Nullstelle des Argumentes re- 
gulär verhalten, wurden nur theilweise vollführt, wie ich in der Ab- 
theilung 3 des hier folgenden Aufsatzes näher darzulegen versucht habe. 
Es wurde also unter Anderem dort nicht dargethan, dass jede mit 
einem algebraischen Additionstheoreme versehene eindeutige analytische 
Function eines Arguments nothw^endig überall im Endlichen von ratio- 
nalem Charakter ist. 

Dass ich in den Vorlesungen über elliptische Functionen, die ich 
im Jahre 1903 an der hiesigen Universität hielte mir das Ziel setzen 
musste, meine Zuhörer mit dem Inhalte und der Darstellungsart jener 
WEiERSTRASs'schen Vorlesungen vertraut zu machen, ist selbstredend 
nur eine Folge des oben Gesagten. Da ich aber zugleich auch noch 
die allgemeinen Sätze über diejenigen analytischen Functionen eine» 
Arguments, welche mit einem algebraischen Additionstheoreme begabt 
sind, ausführlich auseinandersetzen wollte — natürlich ohne von der 
genannten Weierstrass' sehen Darstellungsart abweichen zu müssen — , 
so nahm ich jene allgemeinen Untersuchungen erst dann vor, als der 
Beweis des Satzes gegeben worden war, dass die nothwendige und 
ausreichende Bedingung dafür, dass eine eindeutige analytische Func- 
tion </?(w), die überall im Endlichen von rationalem Charakter ist, ein 
algebraisches Additionstheorem besitzt, darin besteht, dass sie eine 
rationale Function entweder von u selbst oder von einer Exponential- 

function ew oder von einer Function p[u) und ihrer ersten Ableitung 
ip\u) ist. 

So weit gekommen, trug ich dann — im Herbstsemester 1903 — 
den Inhalt des hier folgenden Aufsatzes vor, w^obei ich — um so we- 
nig als möglich vorauszusetzen zu brauchen — zunächst als Vorbe- 
reitung einige nöthige Sätze über diejenigen analytischen Functionen 
eines Arguments gab, die in einem angegebenen Bereiche von alge- 
braischem Charakter sind, und dann schliesslich die Hauptaufgabe in 
Angriff nahm, wobei es mir also, wie gesagt, als vor Allem mass- 
gebend obliegen musste, den WEiERSTRASs'schen Gedankengang so genau^ 
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Analytische Functionen, welche Additionstheoreme besitzen. 3 

wie es mir überhaupt möglieh war, inne zu halten und mich daher zu 
bestreben, erst die in den genannten WEiERSTRAss'schen Vorlesungen 
gegebenen Untersuchungen von der Annahme, dass w = für (p[u) eine 
reguläre Stelle sein sollte, zu befreien und dann diese Untersuchungen 
zum Abschluss zu bringen. 

p]rst nachdem ich die hier unten folgende deutsche Uebersetzung 
meines Aufsatzes schon vollendet hatte, ist es zu meiner Kenntniss 
gelangt, dass — im Sommer des Jahres 1905 — die hier behandelte 
Aufgabe in einer Doctordissertation * an der Universität Berlin zum 
Gegenstand der Untersuchung gemacht worden ist, welche Disserta- 
tion ich mir jetzt erst habe verschaffen können. Und mit regem In- 
teresse habe ich dann von den Untersuchungen des Verfassers Kennt- 
niss genommen. Wenn ich — obgleich diese Abhandlung schon vor 
etwa anderthalb Jahren veröffentlicht worden ist — mich doch erkühne, 
meinen Aufsatz dem Druck zu übergeben, so geschieht dies aus dem 
Grunde, weil unsre Aufsätze nicht nur der Untersuchungsart und dem 
Zwecke, sondern auch dem Inhalte nach in mehreren Hinsichten von 
einander verschieden sind, weshalb ich auch gern hoffen möchte, dass 
der meinige nicht als jegliches Interesses entbehrend befunden werde. 

Januar 1907. 



^ Ueber diejenigen analytischen Functionen eines Arguments, welche ein algebrai- 
sches Additionstheorem besitzen. Inangural-Dissertation zur Erlangung der Doktorwürde von 
Paul Koebe. 
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Functionen von algebraischem Charakter. 

Für die Untersuchungen, die wir über diejenigen analytischen 
Functionen eines Arguments, welche Additionstheoreme besitzen, unten 
anstellen wollen^ haben wir einige Sätze nöthig, welche Functionen 
betreffen, die in einem angegebenen Bereiche von algebraischem Cha- 
rakter sind. Obgleich diese Sätze w^ohl als bekannt angenommen w^er- 
den könnten, w^oUen wir sie doch hier auseinandersetzen, nämlich so^ 
wie sie uns am besten nützlich zu werden scheinen. 

Wir erinnern zunächst an die bekannte Definition: 

21. Eine Function: 

z^(p{u), (1) 

loelche einer irreductiblen Gleichung: 

Po{u)z^+p,{u)z'-' +... +Pi^,{u)z +p,{u) = (2) 

Genüge leistet, wo die Goefßcienten p (u) ganze Functionen 
von II sind^ nennt man eine Function von algebraischem 
Charakter im eigent/ichen Sinne des Wortes. 

Die Vorschrift, dass die Gleichung (2) irreductibel sein soll, ist 
hier so zu verstehen, dass ihre linke Seite in Factoren von derselben 
Beschaffenheit nicht zerlegbar sein darf. 

Der obigen Definition gegenüber stellen wir noch die folgende: 

33. Wenn eiyie Function (1) einer Gleichung (2) genügt^ 
deren Coefficienten p{u) geivöhnliche Potenzreihen von ii 
sind, die im Bereiche: 

\u\<R^ , (3) 

wo Ri eine endliche reelle positive Zahl bedeutet, conver- 
gieren, und wenn die Gleichung (2) in diesem Bereiche 
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Analytische Functionen, welche Additionstheoeeme besitzen. 6 

irreductibel ist, so ist die Function im Bereiche (3) von a/- 
gebraischem Charakter. — Der Einfachheit halber sei 
hier angenommen, dass die Grösse i?i tim ein beliebig 
Weniges kleiner ist als der kleinste von den wahren Gon- 
vergenzradien der einzelnen Potenzreihen p (w) . 

In diesen Definitionen dürfen wir ferner annehmen, dass im be- 
treffenden Bereiche die Coefficienten p{u} nirgends gleichzeitig den Werth 
Null annehmefi — also in Sl für keinen endlichen^ in 33 für keinen Werth 
von u, dessen absoluter Betrag < /?i ist. 

Betrachten wir zunächst den Fall 31. Die allen den Functionen 
p{u) gejneinsamen Nullstellen — jede genau so oft gerechnet, als ihre 
kleinste Ordnungszahl in Bezug auf die einzelnen Functionen p[u) an- 
giebt — besitzen offenbar die Eigenschaft, dass eine ganze Function G{u) 
gebildet werden kann, die dieselben zu ihren sämmtlichen Nullstellen 
hat^ Man sieht dann unmittelbar ein, dass auch jeder Quotient: 

p{ul 
Gju) 

eine gafize Function von u ist. Dividiert man daher die Coefficienten in 
der Gleichung (2)^ durch G{u) , so geht also eine Gleichung von der- 
selben Beschaffenheit hervor, wo aber jetzt für keinen endlichen Werth 
von li sämmtliche Coefficienten mehr verschwinden können. 

Der Fall 33 ist noch einfacher, da alsdann im Bereiche (3) keine 
der Functionen p{u) unendlich viele Nullstellen haben kann. Man kann 
daher eine ganze — hier sogar rationale — Function G{u) bilden, 
welche, wie oben benutzt, der Gleichung (2) die gewünschte Eigen- 
schaft ertheilt. 

In der Gleichung (2) kann man füglich die Zahl l den Mehrdeutig- 
keitsgrad der Functionsbestimmung nennen. Da man für A = 1 das 
Resultat : 

i?o(w) 
erhält, so haben wir zunächst den evidenten Satz: 

6. Wenn eine Functionsbestimmung in einem gewissen 
Bereiche gleichzeitig von algebraischem Charakter und vom 
ersten Mehrdeutigkeitsgrade ist^ so ist sie daselbst von 
rationalem Charakter. 



^ VVeierstrass, Zur Theorie der eindeutigeüL analytischen Functionen. Art. 2. 
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6 M. Falk, 

Wenn dagegen l > i ist, so ergiebt die Gleichung (2) im betref- 
fenden Bereiche eine i-fache Functionsbestimmung. Alsdann ist es 
offenbar möglich, dass es Werthe von u geben kann, welche die Ei- 
genschaft besitzen, dass — wenn w = Wo einen solchen Werth bezeich- 
net — mindestens zwei Werthe von z (nr u = Uq zusammenfallen. jBmen 
solchen Werth von ii wollen wir eine Stelle der Wiederholung für die 
Functionsbestimmung nennen. 

Da, der Annahme nach, die Gleichung (2) im fraglichen Gebiete 
irreductibel ist, so kann ihre Discriminante nicht an allen Stellen des 
Gebietes verschwinden. Da andererseits diese Discriminante eine ganze 
rationale Function der Coefficienten p[u) und folglich eine im ganzen 
Gebiete convergierende Potenzreihe von w ist, so kann sie in keinem, 
ganz im Endlichen liegenden Theile dieses Gebietes für unendlich viele 
Werthe von u verschwinden. Genau dasselbe gilt auch von Po{ii) . 

Da ferner nur die Nullstellen der Discriminante Stellen der Wie- 
derholung, und nur die Nullstellen von po{ii) Unendlichkeitstellen für 
die Functionsbestimmung sein können, so haben wir also den Satz: 

D. In jedem^ ganz im Endlichen liegenden Theile des Ge- 
bietes, loorin z durch eine Gleichung (2) als Function von 
algebraischem Charakter definiert ist^ können tveder Stellen 
der Wiederholung noch Unendlichkeitsstellen in unendlicher 

Anzahl vorkommen. 

Ueber die Beschaffenheit der im Endlichen liegenden singulären 
Stellen^ die bei einer Function von algebraischem Charakter möglich 
sind^ giebt uns folgender Satz Aufschluss. 

6. Jede Stelle der Wiederholung ist schon deshalb als 
eine singulare zu bezeichnen, weil dort mehrere Functions- 
bestimmungen zusammenfallen. Wenn u = u^ eine solche 
Stelle und z --= z^ der entsprechende mehrfache Werth der 
Function ist, so sind für u in der Nähe von Uq diejeni- 
gen Werthe von z, loelche für u == Uq die Grösse z^ zum 
Gh^enzwerthe haben, durch eine Gleichung von der Form 
{i->IJi> 1): 

{z-z,Y +n . i^-^or-' + ...+/;. = ' (4) 

gegeben, wo A , . • , /J* in einer gewissen Umgebung der 
Stelle u =' Uo convergierende gewöhnliche Potenzreihen von 
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Analytische Functionen, welche Additionstheoreme besitzen. 7 

{u — Uq) ohne constantes Glied bezeichnen, und, wenn Zq^^ oo 

ist, {z — ^ü) wie gewöhnlich durch -zu ersetzen ist. 

z 

Jede andere singulare Stelle ist eine gewöhnliche aus- 
serwesentlich singulare, und auch solche können in einem 
ganz im Endlichen liegenden Theile des Bereiches nur in 
endlicher Anzahl vorkommen. 

Da die Definition 31 in der Definition 33 enthalten ist, wenn man 
annimmt, dass es für die Gleichung (2) erlaubt ist, die Grösse R^ in 
der Bedingung (3) beliebig gross zu w^ählen, ohne dass der Grad der 
definierenden Gleichung (2) ins Unendliche w^ächst, so können wir die- 
sen Satz mit einem Male für beide Definitionen folgendermassen be- 
weisen, w^enn selbstverständlich noch vorausgesetzt wird, dass im Falle 
21 die Coefficienten p{u) von gemeinsamen Nullstellen vollständig frei 
oder befreit worden sind. 

Es sei w = Wo öine beliebige Stelle des Bereiches (3) und z — z^ 
eine Wurzel der Gleichung: 

Po(Wo)^^ + Pi{Uo)2^''' + . . . + Pi-i{Uo)2 +Px{Uo) = , (5) 

die für m = Uo aus (2) hervorgeht. Alsdann müssen wir zwei Fälle un- 
terscheiden, nämlich 

1) wenn Zq einen endlichen und 2) wenn Zo einen unendlichen 
Werth hat. 

1) Ist der Werth von Zq endlich, so setzen wir in (2): 

u = u^-^v ^ Z = Zo + t 

unter der Voraussetzung, dass auch Uq + v dem gemeinsamen Conver- 
genzbereiche der Potenzreihen p{u) angehört, und wollen diejenigen 
Werthe von t suchen, welche der erhaltenen Gleichung genügen und 
sich der Grenze Null für unendlich klein werdendes v nähern. Um 
der Untersuchung eine einfachere Form zu geben, bezeichnen wir die 
linke Seite von (2) durch 

wodurch die zwischen v und t erhaltene Gleichung die Gestalt: 

nuo + v,z, + t) = (6) 

annimmt. Da ferner z = 2^ Wurzel von (5) ist, so hat man ebenfalls : 

/•(Mo , 2o) = . . (7) 
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8 M. Falk, 

Führen wir noch die Bezeichnungen: 



(8) 



ein^ so ist zunächst klar, dass die Grössen G nicht alle gleich Null sein 
können, weil sonst, der Voraussetzung zuwider, folgen würde, dass u- u^ 
für die Functionen p{ii) eine gemeinsame Nullstelle wäre, 

Entwickeln wir in der Gleichung (6) die linke Seite nach Poten- 
zen von t und ziehen dann die entsprechenden Seiten der Gleichung 
(7) von ihr ab, so erhalten wir: 

. + f^'^{uo + v,z,)~-=^0, (9) 

wo die linke Seite offenbar eine gewöhnliche Potenzreihe 

von den beiden Veränderlichen v , t ohne constantes Glied ist, die für 
alle dem absoluten Betrage nach hinlänglich kleine Werthe von v con- 
vergiert. Die von v unabhängigen Glieder dieser Reihe bilden eine 
Summe ?) (0 , /) , welche den Werth : 

(7i«+6\4/ + --- + ^A7r (10) 

hat und folglich nicht für alle Werthe von t — »unabhängig von U — 
verschwindet. 

Wir können also auf (9) den WEiERSTRAss'schen »Vorbereitungs- 
satz» ^ anwenden, und zwar ohne neue Veränderliche einzuführen zu 
brauchen, was folgende Resultate ergiebt. 

a) Wenn Ci von Null verschieden ist, so giebt es eine und nur 
eine Bestimmung von i d. h. von ^ — eo , w- eiche die Beschaffenheit hat, 
dass t unendlich klein wird für unendlich kleines v =^ u — Uq , und diese 
Bestimmung hat die Gestalt: 

z = z. + ^{u-u,). (11) 

^ Weierstkass, Einige auf die Theorie der analytischen Functionen mehrerer Verän- 
derlichen sich beziehende Sätze, Art. 1. 
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wo ^{v) eine gewöhnliehe Potenzreihe von v ohne constantes Glied ist. 
Für diese Functionsbestimmung ist folglich ti = u^ eine reguläre Stelle, 
und dies trifft also stets ein, wenn z = Zq^ wo z^ endlich ist, eine einfache 
Wurzel der Gleichung (5) ist. 

/?) Wenn dagegen (7, = ist, so reduciert sich die Summe 
(10) auf: 

wo 

l>/u > 1 und Cf, > 

ist. In diesem Falle kann man die Gleichung (9) auf die Form: 

bringen, wo ""^{c , t) eine gewöhnliche Potenzreihe von v^ deren Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen von i höchstens vom /.**" Grade 
sind, und 

?)(0, = 

ist. Für diesen Fall ergiebt sich aus dem »Vorbereitungssatze», dass es 
u — dem Satze D zufolge verschiedene — Bestimmuyigeyi von z giebt, 
welche für unendlich klein werdendes v sich der Grenze z^ nähern, 
und dass diese Wertho von z die Wurzeln einer Gleichung: 

[z - ^„r + A [^ - t">""' + -. + /^ = (12) 

sind, wo /!,..., ffi gewöhnliche Potenzreihen von {u — u^ ohne con- 
stantes Glied bezeichnen. In diesem Falle ist also u = u^^ für die Func- 
tion z eine Stelle der Wiederholung, wobei jedoch nicht ausgeschlossen 
ist, dass in (12) ein Resultat von der Form (11), d. h. eine specielle 
Functionsbestimmung mit enthalten sein kann, für welche u = u^ eine 
reguläre Stelle ist. 

2) Es erübrigt nur noch den Fall zu behandeln, wo Zq unendlich 
ist, welchen wir auf den Vorigen durch die einfache Substitution: 

^'=1 (13) 

reducieren, wobei also die Annahme 

/ = (14) 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Impr. "5 1907. ij 
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für u = ;(., zu machen ist. Die Definitionsgleichiing (2) nimmt also hier 
die Gestalt: 

p,{ri)z'^+Pi:M^'^-' + • • . +P1OO-' +i^oOO = (15) 

an, wo offenbar p,i{ti) die Eigenschaft 

i>o(Wo) = 

haben muss, da (15) für u = ii^ durch (14) befriedigt sein soll. 

Bezeichnen wir die linke Seite von (15) durch f{u^z)^ so er^ 
halten wir unmittelbar aus dem schon behandelten Falle die hier er- 
zielten Resultate, nämlich: 

Y) Wenn ^' = eine einfache Wurzel der Gleichung 

Ä"o,^~') = (16) 

ist, so hat man nach (11) 

wo ^{v) kein constantes Glied enthält, und folglich 

2 = (w-wo)*-^*(w-^.), (17) 

wo k eine ganze positive Zahl und "^{v) eine gewöhnliche Potenzreihe 
ist, die für v = nicht verschwindet. Also 

Wenn für u == Uq die Gleichung (2) eine einfache unendliche Wurzel 
hat, so ist für die entsprechende Functionsbestimmung z die Stelle u = u^ 
eine ausserwesentlich singulare. 

J) Ist schliesslich 2' = eine mehrfache Wurzel der Gleichung 
(16), so ergiebt sich vermittelst (12), dass man in der Nähe von u = u^ 
fx (>L>.^>1) verschiedene Functionsbestimmungen von z erhält, die 
für u = Uq den Grenzwerth 2' = haben und durch eine Gleichung von 
der Form: 

^''' + /;^>-^ + ... + /'^ = o 

in der Nähe von u = Uq bestimmt sind^ wo A . . . , ^ dieselbe Beschaf- 
fenheit wie in (12) haben. 

Gehen wir jetzt von z' zu z zurück, so haben wir also das Re- 
sultat erhalten: 

Wenn u = Uq eine Stelle der Wiederholung für die Function z ist, 
in w-elcher mehrere Functionsbestimmungen von z unendlich w^erden, so 



Digitized by 



Google 
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werden diese Functionsbestimmungen in der Nähe von u = u^ durch 
^ine Gleichung von der Form: 



(4-)'+ /; (i)"" + . . . + ^« = , (18) 



wo fi , . , . ^ fu die schon erwähnte Beschaffenheit haben, gegeben. 

Auch hier ist es möglich, dass in (18) eine specielle Functions- 
bestimmung von der Beschaffenheit (17) enthalten ist, für die also die 
Stelle II = w„ eine aussenoesentlich singulare ist. 

Da die Gleichung (18) aus (12) dadurch hervorgeht, dass man 

1 

für ^0 = oo den Ausdruck z — z\i durch — - ersetzt, so ist also der Satz S 

jetzt vollständig bewiesen. 

Im Falle der Definition St ist es — wie gross auch eine end- 
liche reelle positive Grösse /' gewählt sei — stets möglich, die Grösse 
jRi oberhalb F so zu wählen, dass auf der Peripherie: \u\=^ Ri keine 
singulare Stelle für die Function z gelegen ist. — Um bei der Defini- 
tion 33 etwas Ähnliches zu bewirken, verfahren wir folgendermassen. 
Sei R der kleinste unter den wahren Convergenzradien der Potenz- 
reihen p[u) , und R' eine positive reelle Zahl kleiner als R. Dann 
schaffe man — wenn es nicht schon gethan ist — alle im Bereiche: 
\u\<.R' vorkommenden gemeinsamen Nullstellen der Functionen p(i^j 
weg und wähle zuletzt — was dann auch stets geschehen kann — 
^ie positive reelle Grösse R^ < R' so, dass auf der Peripherie: | w | = i^i 
keine singulären Stellen für die Function z sich befinden. Es ist aus 
dem Vorhergehenden ohne Schwierigkeit ersichtlich, dass dies stets so 
geschehen kann, dass die Differenzen 

R-R' und R' - R, 

kleiner als eine beliebig kleine vorgegebene reelle positive Grösse t 
werden. 

Nachdem dieses festgestellt, wollen wir die im Bereiche : \u\<^Ri 
durch (2) erhaltene Bestimmung der Function z in eindeutige Ztveige zer- 
legen und diese etwas näher untersuchen. 

Wenn P{u) die Discriminänte der Gleichung (2) bezeichnet, so 
suchen wir zunächst alle im Bereiche (3) gelegenen Wurzeln der 
Gleichung : 

P(w) = 
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auf. Die von einander verschiedenen Werthe dieser Wurzeln, die nur 
in endlicher Anzahl vorkommen können, seien mit 

«1, «2, .. ., «,„ (19) 

bezeichnet. Ferner bezeichen wir mit 

A,/^. ß. (20) 

die ebenfalls nur in endlicher Anzahl vorkommenden, im selben Be- 
reiche gelegenen verschiedenen Wurzeln der (ileichung 

?>oOO = 0. (21) 

Da die Grössen (19) die Stellen der Wiederholung, die Grössen (20) 
die Unendlichkeitsstellen der fraglichen Functionsbestimmung sind, und 
da eine Stelle der Wiederholung gleichzeitig eine Unendlichkeitsstelle 
sein kann, so könnten Werthe in (20) mit Werthen in (19) zusammen- 
fallen, was wir dadurch vermeiden wollen, dass wir in (20) diejenigen 
Grössen auslöschen, die schon in (19) aufgenommen sind. Alsdann 
kommen unter den Grössen (20) keine Stellen der Wiederholung vor^ 
und die Gleichung (2) hat also an keiner der Stellen (20) mehrfache 
Wurzeln. Wegen der Mehrdeutigkeit der Functionsbestimmung muss 
aber auch die Möglichkeit eingeräumt werden, dass ausser einem viel- 
fachen Werthe, der einem a, oder dem unendlichen Werthe, der einem 
ß entspricht, noch einfache endliche Werthe von z einem a oder ß 
entsprechen können. 

Den Bereich: | u < R^ schneiden wir jetzt durch Linien, die von 
jeder der Stellen (19) bis an den Rand des Bereiches fortlaufen, ohne 
einander oder sich selbst im Innern des Bereiches zu begegnen und 
ohne durch irgend eine der Stellen (20) hindurchzugehen. 

Wir betrachten zunächst jene Schnittlinien als unüberschreitbar 
und wählen im Innern des geschnittenen Bereiches einen Werth w = / , 
der also weder mit einem a in (19) zusammenfällt, noch auf einer 
Schnittlinie gelegen ist, und vom dem wir ausserdem annehmen, dass 
er auch nicht unter den Grössen ß in (20) vorkommt. 

Für w = y sind also die l Wurzeln der Gleichung (2) alle end- 
lich und von einander verschieden (einfach). Werden dieselben mit 

•* •<- •- 
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bezeichnet, so erhalten wir nach dem Satze @, Gleichung (11), in einer 
gewissen Umgebung der Stelle w = ;- die verschiedenen Lösungen (1) 
der Gleichung (2) in der Gestalt: 

<^iOO = ^1 + fi{^^ - r) ^ M^) = 'Q^ + M^ - 7) , . . . , j 

ausgedrückt, wo die ?)(w — y) gewöhnliche Potenzreihen von {u — y) 
ohne constantes Glied bedeuten. 

Jede Stelle u^ y , die den obigen Vorsckriften gemäss gewählt wird, 
ist also für sämmtliche aus (2) hervorgehenden Functionshestimmungeii eine 
reguläre, und die Functionsbestimmtingen sind in der Nähe dieser Stelle alle 
von einander verschieden. 

Dieses Resultat bleibt offenbar noch bestehen, wenn die Stelle 
u = y auf einer Schnittlinie gewählt wird, mit Ausnahme nur der An- 
fangspunkte dieser Linien. Jetzt nehmen wir wieder an, es sei in ganz 
bestimmter Weise die Stelle w = / gewählt. Jede der Gleichungen (22) 
ergiebt alsdann ein Element einer analytischen Function, welches über 
den ganzen geschnittenen Bereich analytisch fortgesetzt werden kann 
und dann einen in diesem Bereiche existierenden eindeutigen Zw^eig 
einer analytischen Function ergiebt, der stets die Gleichung (2) be- 
friedigt. Dies bleibt nämlich auch an den Stellen (20) bestehen, da sie 
ja für diesen Zweig höchstens gewöhnliche ausserwesentlich singulare, 
wenn sie nicht — was wir als möglich hier einräumen müssen — 
sogar reguläre Stellen sind. 

Es ergeben sich also im ganzen geschnittenen Bereiche aus den 
Elementen (22) X eindeutige Zioeige^ die überall daselbst der Gleichung (2) 
genügen und sich iviß rationale Functionen von u verhalten. 

Es bleibt nur noch übrig zu untersuchen, wie sich jene Zweige 
in der Umgebung einer Stelle a (19) verhalten. 

Es sei u = a eine beliebige von den Stellen (19). In einer ge- 
wissen Umgebung dieser Stelle existieren die obigen X eindeutigen 
Zweige und sind von einander verschieden. Wenn sich aber u dem 
\yerthe a unbegrenzt nähert, so müssen — da m = a eine Stelle der 
Wiederholung ist — mindestens zwei jener Zweige sich ein und dem- 
selben, endlichen oder unendlichen Grenzwerthe nähern. Alle Stellen, 
die in einer gewissen Umgebung der Stelle w = a , also in einem Be- 
reiche : 

Q <\u-a <Q, (23) 
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wo p eine gewisse reelle positive Zahl ist, gelegen sind, müssen offen- 
bar für die beiden Zweige reguläre Stellen sein. 

Hier sind jetzt zwei Fälle denkbar. Betrachten wir nämlich den 
einen der beiden Zweige und erinnern uns, dass von der Stelle w = « 
eine Schnittlinie ausgeht, so kann durch analytische Fortsetzung längs 
einem im Bereiche (23) gelegenen geschlossenen Wege, der diese Stelle 
ein Mal umkreist, der Zweig entweder in sich selbst oder in einen anderen 
übergehen. 

Im letzteren Falle sagt man, die Stelle u = a sei eine Verzwei- 
gungsstelle^ indem in ihrer Umgebung ein eindeutiger Zweig in einen 
anderen übergeht. 

Den ersteren Fall, wo also der Zweig im Bereiche (23) eindeutig 
und regulär ist, wollen wir ein wenig näher ins Auge fassen. Aus den 
eben angeführten Eigenschaften folgt sogleich, dass sich der Zweig im 
Bereiche (23) in eine LAURENT'sche Reihe ^: 

entwickeln lässt, wo offenbar die Reihe 2 ^M ~ ^^ beständig con- 

vergent, d. h. eine ganze Function von __ ist . 

Die Reihe (24) kann hier, wie leicht zu sehen ist, nie unendlich 
viele Glieder mit negativen Potenzen von {u — a) enthalten, weil dar- 
aus folgen würde, dass der Zweig bei u =-- a sich jedem beliebigen 
Werthe beliebig nähern könnte und also für w = a keinen bestimmten 
(endlichen oder unendlichen) Grenz werth haben würde ^, was dem Satze 
@ widerspricht. Also haben wir das Resultat: 

Unter den Zweigen, die sich bei einer Stelle der Wiederholung : u = a 
einer mehrfachen Wurzel z der Gleichimg 

f{a , .^ = 

als Qrenziverth nähern^ kann es solche geben, die in der Nähe dieser Stelle 
eindeutig sind, und für .diese Zweige ist die Stelle u = a entweder eine regu- 
läre oder eine ausserwesentlich singulare. 

^ Acta Mathematica B. IV: Mittag-Leffler, Demonstration nouvelle du Iheoreme de 
Laurent. — Scheeffer, Beweis des LAURENx'schen Satzes. 

* Weierstrass, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, Art. 8. 



Digitized by 



Google 



Analytische Functionen, welche Additionstheoreme besitzen. 15 

Es drängt sich uns jetzt die Frage auf, ob es einen Zweig geben 
kann, der an särnmttichen Stellen der Wiederholung eindeutig und folglich 
im ganzen ungeschnittenen Bereiche (3), bezw. überall im Endlichen^ von 
rationalem Charakter ist. Dass dies unmöglich ist, zeigt der folgende 
Satz. 

%. Wenn z = ^(w) eine Function ist, die im Bereiche (3) 
beziv. im eigentlichen Sinne des Wortes, von algebraischem 
Charakter ist, und deren definierende Gleichung (2) von 
höherem als dem ersten Grade ist^ so kann die Function 
keinen im ganzen Bereiche eindeutigen Zweig haben. 

Nehmen wir nämlich versuchsweise an, die Function besitze 
einen solchen Zweig, der also nach dem oben Gesagten überall im be- 
treffenden Bereiche von rationalem Charakter und folglich in die Form: 

' " m ^^^^ 

ausdriickbar sein müsste^ wo qQ{u) und qi{u) im selben Bereiche con- 
vergierende gewöhnliche Potenzreihen von u bezeichnen. Der Satz 
wird alsdann dadurch bewiesen, dass wir aus dieser Annahme folgern, 
dass die Gleichung (2) im fraglichen Bereiche reductibel sein müsste, 
was gegen die Definition verstösst. 

Die Versuchsannahme, dass (25) die Gleichung (2) befriedigt, er- 
giebt in der That, dass man im ganzen Bereiche die Identität: 

i>o9i + Pi(Z?"'{Zo + ... + Pi^iQiqi'' + Pxüi = (26) 

hat, und dass folglich der Ausdruck: 

q^o{po^^+Pi2^-' + ... +Pk) 

sich auf die Form: 

{Qo2 - q,) {roz^-' + r,z^-' +... + r^-') (27) 

bringen lässt, wo ^ 

ro = qt'Po, r, = qt'{poq,+Piqo), r^=' qi''{Poql+Piqiqo+P2ql) , 
^A-i = Poq^~' + Piqi'^'qo + . . . +Pa-i9o^~' . 

d. h. wo ro , ri , . . . , ri^^ gewöhnliche Potenzreihen von u sind, die im 
ganzen Bereiche convergieren. Der Ausdruck (27) , gleich Null ge- 
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setzt, würde also die Gestalt sein, worin sich die Gleichung (2) aus- 
drücken liesse, wenn die Versuchsannahme möglich wäre. Da aber 
diese Gestalt besagt, dass die Gleichung (2) im ganzen Bereiche re- 
ductibel sein sollte, so ist der Satz bewiesen. 

@. Wenn die Gleichung (2) durch eine im ganzen Be- 
reiche, ICO sie z als Function von algebraische)}! Charakter 
definiert^ eindeutige analytische Fimctionshestimynung if^{i() 
befriedigt ist, so ist die Gleichung vom ersten Grade^ und 
(p{u) im ganzen Bereiche von rationalem Charakter. 

Denn aus dem Satze % folgt, dass man in (2) nicht i > 1 haben 
kann. Da also X = 1 ist, so ergiebt sich unmittelbar aus (2), dass im 
ganzen Bereiche 

ist, w. z. b. w. 

Für die nächste Untersuchung erinnern wir noch an Folgendes. 

Es sei eine Gleichung (2) von höherem als dem ersten Grade 
gegeben, die im Bereiche (3) eine Function von algebraischem Cha- 
rakter definiert. In dem durch die Schnittlinien aus (3) hervorgehenden 
Bereiche existieren dann iL eindeutige Zweige dieser Functionsbestim- 
mung, und diese Zweige sind überall im geschnittenen Bereiche von 
rationalem Charakter. 

Von diesen Zweigen kann es nach dem Satze % keinen geben, 
der auch überall im ungeschnittenen Bereiche eindeutig bleibt. Es muss 
also, wenn ipx[u) einen dieser Zweige bezeichnet, im Bereiche (3) min- 
destens eine Stelle der Wiederholung geben, durch deren Umkreisung 
ipi{u) in einen anderen eindeutigen Zweig übergeht. Da andererseits 
im Bereiche (3) die Gleichung (2) nur die l eindeutigen Functionszweige: 

ip,[u), (p,{u), ..., (p^{u) (28) 

ergiebt, und da diese, die von einander verschieden sind, beliebig ge- 
ordnet sein können, so dürfen wir sagen, dass die genannte Umkreis- 
ung den Zweig (pi[u) in (p2{u) überführt. Hieraus ist sofort ersichtlich, 
dass es unter den Zweigen (28) eine Gruppe von zwei oder mehreren 
geben muss, die die Eigenschaft besitzen, dass jeder andere Zweig der 
Gruppe aus 9i{u} dadurch hervorgebracht werden kann, dass man yi(w) 
längs einer passenden, ganz im Innern des Bereiches (3) gelegenen 
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geschlossenen Curve analytisch fortsetzt, während dagegen, wenn noch 
andere Zweige in (28) vorkommen, diese anderen Zweige also aus 
(fi{u) in der genannten Weise nicht erhalten werden können. 

Eine solche Gruppe eindeutiger Zweige nennt man eine im Bereiche 
(3) cyklische Gruppe von Funktionszweigen und sieht auch ohne Wei- 
teres ein, dass die Zweige (28) entweder eine einzige cyklische Gruppe bil- 
den müssen oder sonst in mehrere cyklische Gruppen geordyiet werden können. 

Wenn 

yi(w),y>,(w) (fr{u) {\<r<X) (29) 

eine cyklische Gruppe bilden, so sind diese eindeutigen Zweige alle 
von einander verschieden. Durch analytische Fortsetzung längs einem 
im Bereiche (3j gelegenen geschlossenen Wege mögen sie beziehungs- 
weise in 

(fi{u), (fi[u), (pr{u) (30) 

übergehen. Der Definition gemäss fällt dann jeder Zweig (30) mit 
einem der Zweige (29) zusammen, und es besteht der Satz: 

Die Reihe der Ztveige (30) fällt mit einer getvissen Anordnung der 
Reihe (29) genau zusammen. 

Dies leuchtet nämlich unmittelbar ein, wenn nur dargelegt wird, 
dass die Zweige (30) alle von einander verschieden sind, was folgen- 
dermassen nach bekannter Weise bewiesen werden kann. Wären 
nämlich zwei Zweige in (30) zusammenfallend, etwa: 

so würde, wenn man die beiden Seiten dieser Gleichung längs demsel- 
ben geschlossenen Wege, aber in entgegengesetzter Richtung analy- 
tisch fortsetzt, hieraus die Identität: 

ifa{u) = (fp{u) 
hervorgehen, die aber nicht bestehen kann. 

^. Jede symmetrische rationale Function von denjenigen 

Zweigen einer Function von algebraischem Charakter, wel- 
che eine cyk/ische Gruppe bilden, ist eine Function von ü, 
die im betreffenden Bereiche den Charakter einer rationalen 
Function besitzt. 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Impr. »/e 1907. 3 
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Werden die eindeutigen Zweige der eyklischen Gruppe wie in (29), 
und die symmetrische rationale Function von ihnen mit i^(?/) bezeichnet, 
so haben wir also: 

tfj{u) = i? (y?, , ^2 , . . . . y,) . (31) 

wo R eine symmetrische rationale Function ihrer r Argumente bezeich- 
net. Setzt man hier die Zweige (29) längs irgend einer in (3) gelege- 
nen geschlossenen Curve fort, und werden die neuen Zweige, worin 
sie dann übergehen, wie in (30) bezeichnet, so folgt aus der Symme- 
trie der Function R sogleich, dass 

R{<fl , (fi . y») = Ä(y, , (f2,..., (fr) 

ist, d. h. dass die Function ^/(w) wieder zu ihrem Anfangselemente zu- 
rückkehrt und folglich im ganzen der Definitionsgleichung (2) zugehö- 
rigen ungeschnittenen Bereiche eindeutig ist. 

Bezeichnet man die definierende Gleichung, wie früher, kurz mit 

Aw . ^) = « • 
so bestehen also die Identitäten: 

Aw , y>i) = , /(w , y)^) = f[u ,(pr)^Q : 

und wenn man zwischen diesen und der Gleichung (31) die r Grössen 
(29) eliminiert, so geht eine Gleichung 

-P'CPo,^!. ..., P^, f^(w))= 
hervor, die, wie leicht zu sehen ist, auf die Form: 

reduciert werden kann, wo J eine ganze rationale Function von \p ist, 
deren Coefficienten im ganzen Bereiche convergierende gewöhnliche 
Potenzreihen von u sind. Wäre diese Gleichung reductibel, so könnte 
sie in irreductible Gleichungen zerlegt w^erden, und eine dieser Gleich- 
ungen muss also im ganzen Bereiche von der Function \p[u) befrie- 
digt sein. 

Also ist die Function ip{u) im ganzen Bereiche von algebraischem 
Charakter, und da sie, wie soeben bewiesen worden ist, daselbst auch 
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eindeutig ist, so ist sie nach dem Satze @ im selben Bereiche von ra- 
tionalem Charakter, w. z. b. w. 

Jetzt kann der folgende wichtige Satz leicht bewiesen werden. 

3. In dem Bereiche, tvo die Gleichung (2) eine Func- 
tion von algebraischem Charakter definiert, bilden die aus 
der Gleichung hervorgehenden eindeutigen 'Zweige eine ein- 
zige cyklische Gruppe und sind also in diesem Bereiche 
Zweige einer und derselben analytischen Function. 

Wäre nämlich diese Behauptung nicht wahr, so Hessen sich die 
genannten eindeutigen Zweige in mehrere cyklische Gruppen: 

ip?{u) , <f^\u) , ...,<(u), (32,1) 

yr(M),y<», ...,<'(w), (32,2) 



yr(«), <'(w), ..-, y^'(«)- (32,v) 



ordnen, wo 



r, + r^ + . . . + r, = A . 
Für jede dieser Gruppen giebt es also eine Gleichung 

(^-(p5^>)(0-yH.-.(^-y^-O = O, (33,1) 

[z - <f?){z - ifT) . . . (^ - <fO = , (33,2) 



[z - ipT){z ~ ip^p) ...{z^ <))= , (33,v) 

die zu ihrer sämmtlichen Wurzeln die einzelnen Zweige der Gruppe hat. 
Wird die linke Seite einer jeden dieser Gleichungen entwickelt, 
so entsteht eine ganze rationale Function von z^ deren Coefficienten 
symmetrische ganze rationale Functionen von den Zweigen der ent- 
sprechenden cyklischen Gruppe und folglich, dem Satze § zufolge, Func- 
tionen von u sind, die im ganzen betreffenden Bereiche von rationalem 
Charakter sind und die wir in leicht verständlicher Weise mit 



V{u) 
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bezeichnen. Setzen wir gleich Null das Product der linken Seiten der 
Gleichungen (33), so geht also eine Gleichung von der Form: 

{f^ + Äi^>(w)^"'-^ + . . . + R;l'{u)){z'^ + ä1^>(m)2 • -^ + . . . + ä;.J> (u)) . . . 

...{f- + RP{uy-'' + . . . + Rrliu)) = (34) 

hervor, die im ganzen Bereiche genau dieselben Wurzeln wie (2) be- 
sitzt und auf die Form: 

2^ + R,{u)z^'' + . . . + ~Rj,{u) = (35) 

gebracht werden kann. Die linken Seiten von (34) und (35) sind offen- 
bar genau dieselbe Function von z und ii . 
Die Gleichung (2), auf die Gestalt: 

^* + f-^^-' + ...+^ = (36) 

Po Fo 

gebracht, hat also genau dieselben Wurzeln wie (35), und da jene 
Wurzeln im ganzen Bereiche, nur einzelne Stellen ausgenommen, von 
einander verschieden sind, so wird also die Gleichung: 

Fo Fo 

k verschiedene Wurzeln haben, woraus sogleich folgt, dass die Rela- 
tionen 

~ = Mu) ^ = M^) 

Fo Fo 

im ganzen Bereiche gelten, und dass also die linken Seiten von (34) 
und (36) genau dieselbe Function von z und u sind. Hieraus geht 
aber ohne Schwierigkeit hervor, dass die Gleichung (2) im ganzen Be- 
reiche reductibel sein müsste, was gegen die Voraussetzung ist. 

Also können die eindeutigen Zweige, die aus (2) hervorgehen, 
im betrachteten Bereiche nicht mehrere cyklische Gruppen bilden, und 
somit ist der Satz bewiesen. 

Der Deutlichkeit wegen schalten wir noch folgende, wenn auch 
wahrscheinlich überflüssige, einfache Bemerkung ein. 

Wenn in der Gleichung (2) der den Coefficienten zukommende 
grösste gemeinsame Convergenzbereich mdlich und durch den Radius 
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R gekennzeichnet ist — wobei die Grösse Bi beliebig nahe an R liegen 
kann — , und selbstredend die Gleichung (2) der Definition gemäss im 
Bereiche (3) auch irreductibel ist, so ist es jedoch möglich, dass die 
durch (2) in diesem Bereiche definierten eindeutigen Zweige sich auch 
ausserhalb des Kreises: \u\ = R analytisch fortsetzen lassen, d. h. dass 
die analytische Function von u, von der die Gleichung (2) im Bereiche 
(3) X eindeutige Zweige gegeben hat, auch ausserhalb des genannten 
Kreises existieren kann, flierbei ist möglich, nicht nur dass die Func- 
tion im ertveiterten Gebiete eine mehr als l-deutige Bestimmung erhalten 
kann, sondern auch dass sie dann sogar aufhören kann, von algebraischem 
Charakter zu sein. Wir bestätigen dies durch folgende zwei einfache 
Beispiele. 

Beispiel 1. Es sei im Bereiche: | w [ < 1 eine gewöhnliche Po- 
tenzreihe pi(w) von u durch die Entwickelung der im genannten Be- 
reiche durch die Aufungsbedingung: px{0) = + 1 eindeutig fixierten 
Quadratwurzel aus (1 — w) , also durch 

1 1 13 

p,{u) = 1 — Y u — 2"^ y^ — 2~i76 w^ — . . . . ' «^ I < 1 

definiert. Nehmen wir dann als Gleichung (2): 

so definiert diese Gleichung im Bereiche: \u\<\ ^ wo sie offenbar irre- 
ductibel ist, 2 als eindeutige Function von algebraischem Charakter. Der 
hierdurch erhaltene eindeutige Zweig <^i(w), d. h. Pi (m) , lässt sich aber 
ausserhalb des Kreises: ] w | = 1 analytisch fortsetzen und behält auch im 
erweiterten Gebiete seinen algebraischen Charakter; aber die Function 
bekommt dadurch noch einen ziveiten eindeutigen Zweig und wird also 
im erweiterten Gebiete eine zweideutige^ deren definierende Gleichung 
(2) jetzt 

^2 - (1 - W) = , 1 M I < oo 

ist, die offenbar im ertveiterten Gebiete irreductibel ist. Dass die letztere 
Gleichung im ursprünglichen Bereiche: \u\<i reductibel ist^ ersieht man 
unmittelbar, weil sie dort geschrieben w^erden kann: 



[z — p,{u)){^z+p,{u)] = 
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Beispiel 2. Unter Pi{u) wollen Wir jetzt die nur im Bereiche: 
u\ < \ absolut convergierende gewöhnliehe Potenzreihe von u , worin 



entwickelbar ist, verstehen. Im genannten Bereiche wird dann durch 
die Gleichung 

die offenbar irreductibel ist, eine eindeutige Function von algebraischem 
Charakter definiert, die sich auch hier ausserhalb des Gebietes fort- 
setzen lässt und eindeutig bleibt, aber dann ihren algebraischen Charakter 
verliert. 

Die obigen Bemerkungen geben zu folgenden Betrachtungen 
Anlass. Eine analytische Function (p{u) kann so beschaffen sein, dass 
man schrittweise in weiteren und weiteren Bereichen für sie definie- 
rende Gleichungen von der Form (2) erhalten kann. Der Grad einer 
solchen Gleichung in Bezug auf z kann um so höher sein, je weiter 
der entsprechende Bereich ist, und entschieden nie niedriger für einen 
grösseren sein als für einen kleineren. Dies rührt natürlich davon her, 
dass die für einen kleineren Bereich erhaltene definierende Gleichung 
(2) nicht alle Zweige der Function zu geben braucht, und dass die fol- 
genden definierenden Gleichungen (2) neue Zweige zu den durch die 
vorhergehenden schon erhaltenen hinzufügen können. (Siehe Bei- 
spiel 1). 

Fügen wir noch die Annahme hinzu, dass man die Reihe von 
definierenden Gleichungen (2) unbeschränkt fortsetzen und dadurch ent- 
sprechende Bereiche von der Form (3) und von beliebig grossem Um- 
fang erhalten kann. 

Wenn dann mit unbegrenzt wachsendem Bereiche der Grad der 
definierenden Gleichung über jede Zahl hinaus wächst, so ist die Func- 
tion unendlich vieldeutig. Giebt es dagegen eine endliche ganze posi- 
tive Zahl N , die nie kleiner ist als der Grad einer jeden der definie- 
renden Gleichungen (2), so ist die Function endlich vieldeutig und kann 
höchstens N verschiedene eindeutige Zweige haben. Andererseits, wenn 
die Function (p{u) genau n-deutig ist, so muss es eine endliche, wenn 
auch sehr grosse, reelle positive Zahl R' geben, so beschaffen, dass 
durch analytische Fortsetzungen im Bereiche: \u\ < R' alle übrigen 
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Zweige der Function aus einem von ihnen erhalten werden. Die zu 
diesem oder einem noch grösseren Bereiche gehörige Gleichung (2) 
muss alsdann gerade vom Grade n sein. Jetzt können wir folgenden 
Satz beweisen, der uns nützlich sein wird in den Untersuchungen über 
Functionen, die ein Additionstheorem besitzen. 

&. Wenn eine Function z =^ (p{u) n-deutig (also nicht 
unendlich vieldeutig) und ausserdem so beschaffen ist, 
dass sie in Jedem beliebig grossen Bereiche: 

\u\<R' (37) 

einer definierenden Gleichung von dei" Form und Beschaf- 
fenheit (2) genügt, so kann der Orad k dieser Gleichung 
nie grösser als n sein, und die Function (p[u) ist alsdann 
im eigentlichen Sinne des Wortes eine Function von alge- 
braischem Charakter {Def 81). 

Gäbe es nämlich eine definierende Gleichung (2), deren Grad l 
grösser als n wäre, so müsste die Function mindestens X eindeutige 
Zweige haben und also mehr als n-deutig sein, was der Annahme wi- 
derspricht. 

Es bleibt also nur noch übrig zu beweisen, dass die Function 
eine irreductible Gleichung 

P,{u)^ + P,{u)z"-' + ... + PAu) = (38) 

befriedigt, wo die P{u) beständig convergierende gewöhnhche Potenz- 
reihen von u sind, was folgendermassen leicht gethan werden kann. 

Da für jedes hinlänglich grosse R' die dem Bereiche (37) ent- 
sprechende Gleichung (2) alle Zweige von (p{u) geben und also vom 
n:ten Grade sein muss, so ist jede symmetrische rationale Function von 
den Zweigen von (p{u) im Bereiche (37) und folglich, da R' oberhalb 
jeder beliebigen endlichen Zahl gewählt werden kann, überall im End- 
lichen von rationalem Charakter. (Sats |)). 

Die Gleichung: 

{Z — (f,) (2: — y?2) . . . (2? - (p„) - , 

die die Function (f[u) überall im Endlichen genau definiert, lässt sich 
also auf die Gestalt: 
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bringen, wo die R{u) überall im Endlichen von rationalem Charakter 
und folglieh als Quotienten beständig convergierender gewöhnlicher Po- 
tenzreihen von u darstellbar sind. Hieraus geht aber leicht hervor, 
dass die obige Gleichung auf die Form (38) redueiert werden kann, 
was offenbar eine irreductible Gleichung ergiebt. Also ist der Satz 
bewiesen. 

Man muss genau beachten, dass es unbedingt nothwendig ist 
darzuthun, dass l nicht mit R' über alle Grenzen ivädist; denn sonst gäbe 
es ja keine Gleichung von der Form und Beschaffenheit (38), wie es 
doch die Definition 31 fordert. 



11- 
Algebraische Functionen. 

Diese Functionen bilden nur einen speciellen Fall von den Func- 
tionen, die im eigentlichen Sinne des Wortes von algebraischem Cha- 
rakter sind, und zwar denjenigen Fall, wo in der definierenden Gleich- 
ung (2) die ganzen Functionen p{u) auch rational smA. Bezeichnen wir 
hier die unabhängige Veränderliche mit x und den Grad der definie- 
renden Gleichung mit (i^ so bekommen wir aus 31 die Definition: 

?. Jede Function: 

z=(p{x) . (39) 

die einer irreductiblen Gleichung: 
g,{x)^ + g, {x)z^-' + ... + g^{x) = (40) 

genügt, in welcher go{x) , . , . , gfi{x) ganze rationale Func- 
tionen von X sind, wird eine algebraische Function von x 
genannt. 

Die Eigenschaften dieser Functionen müssen also in einfacher 
und enger Beziehung zu den entsprechenden Eigenschaften der Func- 
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tionen von algebraischem Charakter stehen, und wir können uns daher 
hierüber ziemlieh kurz fassen. 

Beinahe alles, was wir von den algebraischen Functionen wer- 
den nöthig haben zu wissen, ist im folgenden Satze enthalten. 

SR. Jede algebraische Fuyiction von x hat zum Existenz- 
hereich die Gesammiheit aller Werthe von x (oo eingeschlos- 
sen), besitzt genaii so viele eindeutige Zweige, wie der 
Grad ihrer definierenden Gleichung angiebt, und hat im 
ganzen Existenzbereiche nur eine, endliche Atizahl singu- 
lärer Stellen, die entweder ausserwesentlich singulare oder 
Stellen der Wiederholung sind. Biejeyiigen Zundge der 
Function, die afi einer Stelle der Wiederholung x = Xq 
einen und deiiselben, endlichen oder unendlichen, Werth 
Zq annehmen, sind in einer gejinssen Umgebung dieser 
Stelle durch eine Gleichung von der Form, {/u i> r > 1 ) : 

{z-z,Y + f,{z-zX^' + . . . +A = 
bestimmt, wo /l , . . . , A gewöhnliche Potenzreihen von (;*; — .r,,) 

ohne consfantes Glied, bezeichnen, und 'x — x^ durch — 

^ ^ X 

zu ersetzen ist, wenn die Stelle der Wiederholung im Un- 
endlichen liegt. 

Da die ganzen rationalen Functionen in den Ganzen enthalten 
sind, so ist der Inhalt dieses Satzes beinahe vollständig aus den Sätzen 
über Functionen von algebraischem Charakter zu entnehmen. Nur fol- 
gendes ist noch hinzuzufügen. 

Dass auch x =" qo zum Existenzbereiche gehört, geht sogleich dar- 
aus hervor, dass man in der Gleichung (40) — da die g{x) ganze ra- 
tionale Function sind — x — — setzen, dann mit einer passenden Potenz 
von x multiplicieren und somit eine Gleichung: 

g',[x')z^ + g\[x')z^-' + . . . + g\[x) = 

von derselben Beschaffenheit wie (40) erhalten kann, wo offenbar x = 
zum Existenzbereiche der Function z gehört. 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Impr. «/e 1907. 4 
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Dass schliesslich singulare Stellen nur in endlicher Anzahl vor- 
kommen können, ist leicht zu ersehen. Denn die Gleichung: 

9o{x) = 

kann nur von einer endlichen Anzahl nio verschiedener Werthe von x 
befriedigt werden; also hat die Function höchstens nio im Endlichen 
liegende ausserwesentlich singulare Stellen. Da ferner die Discrimi- 
nanto y{x) der Gleichung (40) eine ganze rationale Function von x ist, 
so kann sie nur für eine endliche Anzahl mj verschiedener Werthe von 
X verschwinden, und folglich hat die Function nur m, im Endlichen lie- 
gende Stellen der Wiederholung. Da schliesslich auch eine singulare 
Stelle im Unendlichen liegen kann, so hat die Function höchstens 
7na + mi + l singulare Stellen. 

Der Satz ist also vollständig bewiesen. 

9t. Wenn eine algebraische Function von x im ganzen 
Existenzhereiche eindeutig ist, so ist sie eine rationale 
Function. 

Denn da die algebraische Function eindeutig ist, so ist ihre de- 
finierende Gleichung (40) nach dem Satze @ vom ersten Grade und hat 
also die Gestalt: 

g^{x)z + g,{x) = 0, 
woraus 

folgt. Also ist 2 eine rationale Function von x* , w. z. b. w. 
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III 

Charakteristische Oleichung, Additionstheoreme. 

Vorläufig erinnern wir an die Definitionen: 

I. Wenn eine analytische Function (p{u) für alle Werthe- 

u + V 
Systeme ti , v , — ^ — ^ ^^"^ ihrem Existenzbereiche angehö- 
ren, einer irreductiblen Gleichimg von der Gestalt: 

^(yH,yH,y'(^)) = o (1) 

genügt, wo G{x^ y ^ z) eine ganze rationale Function ihrer 
drei Argumente mit von u und v unabhängigen Goeffi- 
cienten bedeutet, so sagt man, dass die Function eine 
charakteristische Gleichung besitzt. 

IL Wenn eine analytische Function (p[u) für alle Werthe- 
Systeme u , v , u + v, die ihrem Existenzbereiche ange- 
hören, einer irreductiblen Gleichung von der Gestalt: 

G{(p{u). (p{v), (f{ui'V)) = (2) 

genügt, wo G[x , y , z) von derselben Beschaffenheit ivie 
in I ist, so sagt man, dass die Function ein algebrai- 
sches Additionstheorem besitzt 

Dass die Gleichung (1) oder (2) irreductibel sein soll, bedeutet, 
dass sie, in der Form 

G{x^y, z) = 

geschrieben, nicht in mehrere Gleichungen von derselben Beschaffenheit 
zerlegbar sein darf. 

An jene Definitionen sind zunächst einige einfache Bemerkungen 
zu knüpfen. 
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Damit eine analytische Function y (//) eine charakteristische Gleich- 
ung hat, reicht es offenbar aus anzunehmen, dass es im regulären 
Gebiete von (f(u) drei Stellen: 

a + h 
a = a , u = '? , f( = ,y 

giebt, die so beschaffen sind, dass die charakteristische Gleichung (1) 
befriedigt wird, wenn man 

(f{u) , (p(o) . if[ 2 ; 

beziehungsweise durch 

/ H + a + h\ 
P,{ii--a) , IMv-h) , P\ 2 2 ^ 

ersetzt, wo diese P gewöhnliche Potenzreihen von 

n + v; a + h 
II — a ^ V — h ^ - iy 1) 

bezeichnen, welche Elemente gewisser eindeutiger Zweige von der 
Function y> sind und also Convergenzbereiche von der Form 

11+ a + h 

besitzen. In der auf diese Weise erhaltenen Relation 

Cr{x, y, 3) = , (4) 

wo also X, y , z durch 

x^F.iu-a), y=-l\{v-b). z ^ l\[ ^ - - ^ ) (5) 

erklärt sind, müssen offenbar a und o auf einen solchen Bereich be- 
schränkt sein, dass darin die Bedingungen (3) alle gleichzeitig erfüllt sind \ 

^ Die Veranlassung, die Aufgabe so zu stellen, habe ich einer Abhandlung von Herrn 
E. PuRACiMEN [Ada Mathematica, Band VII, Seiten 33 — 4:2] entnommen, worin er von einer 
analogen Annahme ausgeht bei der Untersuchung der Eigenschaften einer analytischen Func- 
tion, die ein algebraisches Additionstheorem besitzt. 
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Die Gleichung (4) , die der Annahme nach irreductibel ist, hat 
die Gestalt: 

i7o(^ , y)^^ + Oiix , y)z^-' + . . . + gx{x , y) = , (6) 

wo die g{x^ y) ganze rationale Functionen von x und y sind. 

Bezeichnen wir mit D{x^ y) die Discriminante dieser Gleichung 
(6) , so ist dieselbe eine nicht identisch verschwindende ganze rationale 
Function der zwei Argumente x und y . 

Es bezeichne q\ eine — nach einer unten zu gebenden Vor- 
schrift gewählte — reelle positive Zahl < p, , und u eine in der Um- 
gebung 

\u-a\<Q\ 

von a beliebig gewählte Stelle, die wir für die folgende Untersuchung 
fest halten. Die erste der Gleichungen (5) ergiebt alsdann einen be- 
stimmten endlichen Werth von x, und wenn wir in (6) diesen Werth 
von X festhalten, so kommen dort nur zwei Veränderliche y und z vor. 
Wenn nun — was offenbar angenommen werden darf — der 
genannte Werth von u so gewählt worden ist, dass keine der Gleich- 
ungen : 

g,{x, //) = , D{x, 7/) = (7) 

für jeden Werth von y befriedigt ist, so kann für den eben bestimmten 
Werth von x keine der Gleichungen (7) unendlich viele Wurzeln y haben. 
Da Pi(y — a) und P^{v — h) Elemente ein und derselben analy- 
tischen Function (p{ü) sind, so kann man im Innern des regulären Be- 
reiches dieser Function einen Theilbereich so absondern, dass P^ip — h) 
in Pi{v — a) übergeht, wenn man P^[v — h) längs irgend einem von 

V = h zu V = a m diesem Theilbereiche fortlaufenden Wege analytisch 
fortsetzt. Im Innern und — nöthigenfalls nach einer stets ausführ- 
baren beliebig kleinen Beschränkung des Bereiches — am Rande dieses 
Theilbereiches geht also aus dem Elemente P<i{v — b) eine eindeutige 
reguläre Functionsbestimmung hervor, und diese, die wir für einen 
Augenblick mit (p{v) bezeichnen wollen, fällt in der Umgebung von 

V =- a mit Pi{v~ä) zusammen. 

Wenn y eine beliebige Wurzel der einen oder der anderen von 
den Gleichungen (7) bezeichnet, so kann die Gleichung 

^{v)=^y (8) 
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Im genannten Theilbereiche nie unendlich viele Wurzeln o haben; denn 
wenn es deren unendlich viele gäbe, so würde es dort auch eine Stelle 
y = a geben, in jeder Nähe derselben die Gleichung (8) von a verschie- 
dene Wurzeln hätte, was unmöglich ist, da v = « für (p[ü) eine regu- 
läre Stelle ist^ Alle diejenigen im Innern und am Rande des Theil- 
bereiches liegenden Werthe von v , für welche der entsprechende Werth 
von (f>{o) einer Wurzel irgend einer der Gleichungen (7) gleichkommt, 
können daher nur eine endliche Anzahl von Stellen ergeben, und es 
ist also stets möglich, in diesem Theilbereiche von v = ft zu i; = a einen 
Weg so zu legen, dass es eine reelle positive Zahl q giebt, die so be- 
schaffen ist, dass jede Stelle dieses Weges eine Umgehung mit deni 
Radius q hat, in deren Innerem keine von v — a und v = b verschiedene^ 
Wurzel irgend einer der Gleichungen (8) liegt. 
Jetzt führen wir in (6) 

y = ^{o) (9) 

ein und erhalten somit 

Ooix , ^)z^ + g,{x , ^)z^'' + . . . + gi{x , y) = , (10) 

wo der Kürze halber statt (f[v) nur (f geschrieben worden ist. 

Im Bereiche : \v'-h\ < q ^ wo offenbar p < p, ist, dürfen wir 
^[v) durch P.,{v — h) ersetzen, wodurch die Coefficienten in (10) ge- 
wöhnliche Potenzreihen von {v — h) werden, die also in diesem Berei- 
che sicher convergieren, und der Annahme nach ist (10) alsdann durch 



^ (u + V a + b\ .... 



befriedigt. Da nun 



\u+ « + &'!, i.l| II 

ist, so zeigt die letzte der Bedingungen (3) , dass die Potenzreihe P^ 
in (11) sicher convergiert, wenn u und o die Bedingung 

\u — a\ + \v - b\ <2()s 

* Es würde sich nämlich sonst ergeben, dass y(tJ) im ganzen Theilbereiche emen 
von D unabhängigen Werth haben müsste, was selbstredend auszuschliessen ist. 

* Da die Werthe a und b vorgegeben sind, so muss offenbar als möglich eingeräumt 
werden, dass v = a oder v = b Wurzel einer Gleichung (8) sein kann. 
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erfüllen, was stets für Werthe von v erreichbar ist, wenn nur — wie 
offenbar vorausgesetzt werden darf — die Grösse (}\ von vorn herein 
kleiner als 2p8 angenommen worden ist. Im Bereiche 

|t;-6|<2(>3-p\ = p (12) 

kann alsdann die in (11) vorkommende Reihe P^ in eine gewöhnliche 
Potenzreihe von {v — b) umgebildet werden, wodurch (11) also ein 
Resultat: 

- ^(v - 6) für I i; ~ 6 I <p (13) 

ergiebt. 

Ersetzen wir also in (10) y(i;) durch Pgfv — &) , so bekommen 
wir eine Gleichung von der Form: 

p,{v - b)z^+p,{v - h)z^'' + ... +p^{v - &) = , (14) 

wo die Coefficienten p{v — b) gewöhnliche Potenzreihen von [v — h) 
sind, die für 

\v-b\<Q (15) 

sicher convergieren, und den gemachten Feststellungen gemäss kann 
in dieser Gleichung (14) weder der Coefficient po{v — &) noch ihre Dis- 
criminante für einen im Bereiche: 

0<\v-b\<(f (16) 

gelegenen Werth von v verschwinden. 

In einer Umgebung jedes in diesem Bereiche (16) gelegenen 
Werthes Vo von v ergiebt daher die Gleichung (14) k von einander ver- 
schiedene Bestimmungen von z , und zwar alle als convergierende ge- 
wöhnliche Potenzreihen von {v — Vq) . 

Da ferner in einer Umgebung von t; = & die Gleichung (14) durch 

z^^{v-b) (17) 

befriedigt ist, so giebt es also eine im ganzen Bereiche (15) eindeutige 
und reguläre Functionsbestimmung 0, die überall daselbst der Gleich- 
ung (14) genügt und in der Nähe von v = b durch (17) dargestellt 
wird. Hieraus folgt aber, dass die Reihe fiv-b) im ganzen Be- 
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reiche (15) convergiert, und dass (17) überall daselbst der Gleichung 
(14) Genüge leistet^ 

Auf dem von v - b zu ^; = a gelegten Wege nehmen wir jetzt 
im Innern des Bereiches (15) eine Stelle v = ?;, und bilden in (14), nach- 
dem z durch ^{v — b) ersetzt worden ist, die einzelnen Bestandtheile 
zu Potenzreihen von {v — ^i) um. Da das somit erhaltene Resultat 
zunächst für eine Umgebung von v = i\ bewiesen ist, so ergiebt sich^ 
wie leicht zu sehen ist, ein Resultat, das folgendermassen ausgedrückt 
werden kann. 

Wenn man in der Gleichung (10) die ('oefficienten als gewöhn- 
liche Potenzreihen von {v — i^^) entwickelt, w^as den gemachten Fest- 
stellungen gemäss für den ganzen Bereich : \ f- — Vi\ <, q gültige Ent- 
wickelungen ergiebt, so geht eine Gleichung hervor^ die von 

^-Vli^^-^^^) (18) 

befriedigt wird, wo |),(y — /'i) die unmittelbare Umbildung von ^> (y - h) 
ist, und in derselben Weise wie oben lehrt, dass die Reihe 'J>l(^' — /"i) 
im selben ganzen Bereiche : \r^ — Vi\ < q nicht nur convergiert, son- 
dern auch der Gleichung (10) Genüge leistet 

Auf dem Wege von v = Vi zu v = a nehme man ebenfalls im 
Innern des Bereiches : \v — v^l < q eine Stelle v = v.2 und verfahre wie 
oben, u. s. f. Da die hierbei schrittweise hervorgehenden Potenzrei- 
henentwickelungen der Coefficienten in (10) stets Convergenzradien 
>Q haben, so kann man eine endliche Anzahl von Stollen: 

SO einschalten, dass schliesslich die Stelle c = a im Bereiche: 

\v-v^\<^ (19) 

gelegen ist, und man erhält dann — analoger Weise wie oben — we- 
nigstens im kleineren Bereiche: 

|"-"„.|<!^'-'-J (20) 

eine Lösung: 

z = %Ao-r„) (21) 

^ Es ist in dor Thal hierdurch auch bewiesen, dass die Gleichung (14) im Bereiche 
(15) reductibel ist, und dass unter den Gleichungen, worin sie zerlegbar ist, die Gleichung 
(17) vorkommt. 
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der Gleichung (10). Wenn v = a keine singulare Stelle der Gleichung 
(10), d. h. keine Wurzel einer Gleichung (8) ist, so convergiert die 
Reihe ^})ni(y""^\«) ini ganzen Bereiche (19) und genügt daselbst der 
Gleichung (10). Unabhängig davon, oh v = a reguläre oder singulare 
Stelle dieser Gleichung ist, kann man die Coefficienten derselben im 
ganzen Bereiche (19) in gewöhnliche Potenzreihen von {v — v^) entwic- 
keln und ersieht daraus, dass sie stets in diesem ganzen Bereiche 
unter Anderem eine analytische Functionsbestimmung ergiebt, die im 
Bereiche (20) mit (21) zusammenfällt. Werden schliesslich die Coeffi- 
cienten in der letzt benutzten Form der Gleichung (10) in Potenzreihen 
von {v — a) umgebildet, die ja im ganzen Bereiche : \v — a\ < q con- 
vergieren, so entsteht eine Gleichung, die im selben Bereiche auch noch 
eine analytische Bestimmung von z ergiebt, welche im gemeinsamen 
Theile der Bereiche: 

I ^; — a I < p und I V — v„, \ < q 

mit der soeben im Bereiche (19) erhaltenen zusammenfällt. 

Da diese letzte Form von (10) das Resultat ist, welches aus (4) für 

hervorgeht, d. h. 

G{p,{u-a),P,{v-a),z)-0 , (22) 

und diese Gleichung also von der aus 

^ (u-^v a + b\ 

— durch die oben als möglich erwiesene analytische Fortsetzung längs 
dem Wege von v = b wenigstens zu jeder Nähe von v = a — erhal- 
tenen Functionsbestimmung in der Umgebung von v ^ a befriedigt ist, 

(^1 ^ y\ 
- 2 — j ii^ einem Bereiche, wo u und v 

beide in einer gewissen Umgebung der Stelle u = a liegen. Wir haben 
also gefunden, dass man in der charakteristischen Gleichung: 



G(y(t.),y,(.),y>(^^')) = 0, (1) 



Nova Acta Re?. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Impr. "/e 1907. 
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wenn u und v beide in einer gewissen Umgebung der Stelle u = a 
liegen, die für die Function eine reguläre Stelle ist, (f\u) und (p[v) als 
ein und dmiselhen eindeutigen Zweige der Function angehörige Werthe 
annehmen darf, und dass es dann zunächst wenigstens einen Zweig 

der Function giebt, der an der Stelle s — existiert und der charakte- 
ristischen Gleichung genügt. 

Da wir den wahren Existenzbereich einer analytischen Function, 
die eine charakteristische Gleichung besitzt, noch nicht nachgewiesen 
haben, so müssen wir jetzt, um die Untersuchung weiterführen zu kön- 
nen, der charakteristischen Gleichung noch eine Bedingung auferlegen^ und 

w + V 
zwar diejenige dass für v = u — wobei also ~~2~ den Werth u erhält 

— der Zweig <t\~2 — j ^^^^ ^^^ Zweige (f{u) zusammenfallen darf^ oder 
m. a. W. dass die Gleichung 

nachdem mayi y durch x ersetzt hat, auch wenn x willkürlich bleibt, unter 
Anderem von dem Werthe z = x befriedigt werden soll. Es soU also eine 
gewöhnliche Potenzreihe "^{w) geben, für die es gilt, dass für alle Werthe- 
paare u , v ^ die in einer hinlänglich kleinen Uyngehung der Stelle w =a 
liegen, die Gleichung: 

G{f{u-a), DO'-a), |)(^--a)) = (23) 

besteht^ und diese ^ (w — a) ist alsdann ein Element von der analy- 
tischen Function </)(w), die die charakteristische Gleichung (1) besitzt. 

Nachdem dieses also festgestellt, können wir w^eiter gehen und 
beweisen zunächst den Satz: 

III. Wenn u = a eine reguläre Stelle für die analytische 
Function (p{u) ist, und wenn man 

u = a + u\ ip{a + u) = xp{u) (24) 

setzt, so ist auch ^f{u) eine analytische Function von 
u\ Besitzt darin die Function (p{u) eine charakteristische 
Gleichung, so hat auch (f'{u) genau dieselbe charakteristi- 
sche Gleichung, und für </'(//') ist u ^ eine reguläre 
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Stelle, unabhängig von der Beschaffenheit oder sogar von 
der Exütenz der Function </. [u) an der Stelle : w = . 
[W, 85] ^ 

Der Annahme nach hat man nämlich 

(f{u) = ^{u — a) für I // — a ( < /? , 

wo R eine gewisse reelle positive Grösse bezeichnet, welche Gleichung 
also in der angegebenen Umgebung der Stelle u = a einen eindeutigen 
Zweig von ip[u) darstellt. Es liege auch die Stelle ^* in derselben Um- 
gebung, also 

\v — a\ < R . 

u + V 
Dann gehört ebenfalls die Stelle — i^ — derselben Umgebung an. 

Da ferner angenommen ist, dass (f{u) eine charakteristische 
Gleichung (1) hat, so besteht, den obigen Feststollungen gemäss, die 
Gleichung (23) für alle diese Werthe u und v , und folglich die Gleichung 



für 
d. h. 



\u\<R , \v \<R, 



(25) 



wenn 



2 
die Werthe von V^(w') , V^(y'), ^\ — o — j in der genannten Umgebung 

* Mit [W. 85], einem Satze angehängt, bezeichnen wir, dass Weierstrass in seinen, 
im Sommersemester 1885 gehaltenen Vorlesungen über Elliptische Functionen diesen Satz 
gegeben und bewiesen hat. Im Beweise des obigen Satzes hat W. jedoch ohne Wei- 
teres angenommen, dass (f{u)y (f{v) und (fl--- — J ein und demselben eindeutigen Zweige 
der Function angehören. 
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der Stelle u = definieren, und zwar als einem und demselben ein- 
deutigen Zweige der Function angehörig. Da u = eine reguläre Stelle 
für die Function y^{u) ist, so ist der Satz also bewiesen. 

IV. Wenn eine analytische Function (p{u) eine charak- 
teristische Gleichung besitzt^ so existiert sie in jedem end- 
lichen Bereiche: 

\u\<B 
und ist überall daselbst von algebraischem Charakter. 

Aus dem Satze III leuchtet sogleich ein, dass wir uns hier auf 
den Fall beschränken dürfen, dass die Stelle m = für die Function 
eine reguläre ist. Wir dürfen also mit der Annahme anfangen, dass 
in einer gewissen Umgebung: 

\u\<Q (26) 

der Stelle: w = ein eindeutiger Zweig von (p{u) durch 

y(«^) = |)(w) = öo + &iW + ... (27) 

gegeben ist, wo "^{u) eine im Bereiche (26) convergierende gewöhnliche 
Potenzreihe von u bezeichnet. Wenn auch 

\v\<Q 
ist, so haben war also 

ö(d(m), ^P{i;),yf^-)) = 0. 
Hier dürfen wir y = setzen, was ein Resultat: 

ö(|)(u),6o,?(y)) = (28) 

ergiebt und eine wirkliche Abhängigkeit zwischen ^J) (w) und ^ ("2 ) aus- 
drückt; denn da die Gleichung 

G{x, y, ^) = 
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irreductibel ist, so kann ihre linke Seite keinen Factor {y — &o) ent- 
halten. 

Die Gleichung (28) bezeichnen wir einfacher mit 

/(y(y),y)(M)) = 0, (29) 

wo f{z , x) eine ganze rationale Function von z und x ist und 

q>{u)-f{u),cp{l) = f{-^) (30) 

im Bereiche (26). Der Satz ist alsdann bewiesen, wenn der folgende 
bewiesen wird. 

V. Wenn ein Element 'p{u) einer analytischen Function 
(p{u) , die sich an der Stelle u = regulär verhält^ einer 
algebraischen Gleichung von der Form: 



r{v{~)/n^))-o 



Genüge leistet, und ivenn B eine beliebig grosse^ aber 
endliche reelle positive Zahl ist, so existiert die Function 
im ganzen Bereiche: 

\u\ <R 

und ist übm^all daselbst von algebraischem Charakter. 

Der Annahme nach wird nämlich in einem Bereiche : \u\ <q 
das betreffende Element ^[u) convergieren und der Gleichung: 



f[^[Vl. ?)(^) = (31) 



geniigen; und aus Gründen, die wir schon mehrmals erwähnt haben, 

dürfen wir annehmen, dass die Gleichung (31) irreductibel ist. 

u 
Da man in (31) statt u ^ , im somit erhaltenen Resultate wie- 

u 
derum statt u y setzen und dieses Verfahren beliebig oft wiederholen 

kann, so erhält man: 
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rMl). ^(w))) =0 , für ,«:<(> 
/•(i>(^),?>(-2-)) = o . » i«;<2p 

aU(-23),D©)=0 , 



i M I < 2^9 



rMoß). v{^-)) = o , » i«j<2''-> 



V2'' 



(32) 



WO /i eine beliebig grosse reelle ganze positive Zahl ist. 
Wenn man für einen Augenblick 

V{u) = x, sp(-^) = :^,, 9)(22) = ^2 ^(1*) = ^/^ (33) 

setzt, so kann man die Gleichungen (32) ganz einfach folgendermassen 
schreiben : 

f{x, ,x) = 0, f(x, , x.) = , f{x, , j^^) ='0 , . . . , f{Xf, , x,,_,) = , (34) 

deren linke Seiten ganze rationale Functionen je zweier der Grössen 
X ^ Xi , X2 <).••, Xfi smcl. 

Eliminiert man zwischen den Gleichungen (34), deren Anzahl 
= /u ist, die [fi — 1) Grössen x^ ^ x^^ . . . ^ Xf^^^ , so ergiebt sich eine 
Gleichung: 



y{Xf,, x) = , 



(35) 



deren linke Seite eine ganze rationale Function von x*^ und x ist, und 
diese Gleichung ist jedesmal befriedigt, wenn die Gleichungen (34) gelten. 
Also haben wir jetzt gefunden, dass die Gleichung (35) für \u\<q durch 



= f(u} , J-u^fipj 



befriedigt ist^ weil die Gleichungen (34) bestehen, wenn die Grössen 
x, ./', , ... , Xu durch (33) definiert werden. 
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Da ferner die Gleichung (35) die Gestalt: 

hat, wo die /(x^) ganze rationale Functionen von x^ sind, so findet 
man also, da 



y«(x^) = y«(?)(^)) =Pa{u) 



\2' 

ist, wo Po{u) eine gewöhnliche Potenzreihe von u bedeutet, die sogar 
im ganzen Bereiche: 

|w|<2^p (36) 

convergiert, dass die Gleichung: 

p,{u)x^ + p,{u)7^'' + . . . +p^(w) = (37) 

zunächst im kleineren Bereiche: \u\<q durch 

:r = |)(?/) (38) 

befriedigt wird. Da die Zahl fju beliebig gross sein kann, so ist es 
stets möglich, nachdem die Grösse R gewählt worden, fx so gross an- 
zunehmen, dass 

wird. Alsdann convergieren die Potenzreihen p{u) im ganzen Bereiche: 

\u\<R. (39) 

Wenn jetzt — was hier erwartet werden kann — die Gleichung 
(37) im Bereiche (36) reductibel ist, so muss sie in irreductible Gleich- 
ungen zerlegbar sein, und eine dieser Gleichungen wird alsdann im 
Bereiche: \u\<q durch (38) befriedigt. Also dürfen wir diese Gleich- 
ung statt (37) setzen, oder m. a. W. wir dürfen annehmen, dass (37) 
im Bereiche (36) irreductibel ist. 

Aus dem Satze 3 folgt dann, dass die Gleichung (37) im ganzen 
Bereiche (39) l eindeutige Zweige einer analytischen Function von u 
ergiebt, und dass diese Zweige im Bereiche (36) eine einzige cyklische 
Gruppe bilden. Da ferner, wie oben bewiesen ist. die Gleichung (37) 
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im kleineren Bereiche: |w|<p durch (38) befriedigt wird, so ist also 
^{u) in ihrem Convergenzbereiche ein Element von einem jener l ein- 
deutigen Zweige, und folglich ergebt sich im Bereiche (36) aus dem 
Elemente |>(w) eine ;i-deutige Bestimmung der analytischen Function 
(f{u). Diese Function existiert also im Bereiche (39), und aus der im 
Bereiche: 

\U\<Q 

bestehenden Gleichung (31) geht dann durch analytische Fortsetzungen 
hervor, dass die Function überall im Endlichen der Gleichung (29) 
genügt, w. z. b. w. 

Es ist hier wohl zu beachten, dass wir nicht schliessen dürfen, 
dass die Function (f{u) — blos weil sie die Bedingungen des Satzes 
erfüllt — im eigentlichen Sinne des Wortes von algebraischem Charak- 
ter sein muss; denn wir haben ja noch nicht bewiesen, dass der Grad 
l der Gleichung (37) nicht mit R über jede Grenze hinaus wach- 
sen, oder m. a. W. dass die Function (p{u) nicht unendlich vieldeutig 
sein kann. 

Wir stellen jetzt analoge Untersuchungen über die Functionen 
an, die ein algebraisches Additionstheorem besitzen. 

Die Annahme, dass die Function diese Eigenschaft hat, erklären 
wir — ebenfalls nach dem Vorgange des Herrn PiiEAGMiiN — folgen- 
dermassen. Im regulären Bereiche der Function (p{u) soll es drei Stellen: 

geben von der Beschaffenheit, dass wenn 

Pi (w — a) , P^{v — h) , P^{u'\'V--a — h) 
Werthe von 

(p[u) , (p[v) , (p{u + v) 
beziehungsweise in Bereichen von der Form: 

|w — a|<pi, I?; — &)<p2, \u + v — a — h\<Q^ 
bedeuten, die Gleichung (2) , d. h. 

0{x, ?/, 0) = O (40) 
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für 

X = Pi(m — a) , y ^ P^{v — 6) , z = P^{u + v - a — b) 

erfüllt ist, so lange die drei Potenzreihen convergieren. 

Da P^{v — a) und P^iv - b) Elemente einer tmd derselben analy- 
tischen Function bedeuten, so kann man auch hier — in ganz ana- 
loger Weise, wie wir es schon für Functionen, die mit einer charak- 
teristischen Gleichung versehen sind, gethan haben — bew^eisen, dass 
es in der Nähe der Stelle w = 2a einen Zweig (fs{w) von (p{tv) giebt, 
welcher iüv w -^ u + v der Gleichung (40) genügt, nachdem man darin 

x^P^{u-a) , y^ P,{v-a) (41) 

gesetzt hat, d. h. dass für alle Werthepaare u , v in einem Bereiche: 

\u-a\<Q , \v-a\<Q , (42) 

wo p eine gewisse reelle positive Zahl ist, die Relation: 

0(^P,{u - o) , P,{v -a) , (p,{u + v)^ = (43) 

besteht. 

Da die oben angedeutete Untersuchung ergiebt, dass es für den 
Zweig (f3{w) einen Bereich von den Form: 

\w — 2a\<Q (44) 

giebt, worin entweder gar keine oder nur die einzige singulare Stelle 
?/; = 2 a sich befinden kann, so kann man sicher in der Umgebung 
\2i — a\<Q eine Stelle u = a finden von der Beschaffenheit, dass 

u = a für ^i{u) und w = 2a' für ^s{^^) 

reguläre Stellen sind. In einem gewissen Bereiche: 

I M — a' I < p' , \w — 2a'\<{f' 
hat man also: 

^>M = fiiu - a) , <fs{iv) = ^,{iv - 2a) 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Impr. ^«'c 1907. 6 
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und nach (43), wenn unmittelbare analytische Umbildungen vorgenom- 
men werden, 

o{9,{u - a) , %{v - a) , i\{u + v- 2a}) = . (45) 

Dies setzt uns jetzt in den Stand, den folgenden wichtigen Satz 
zu beweisen, wobei wir in (45) statt a einfach a schreiben. 

VI. Wenn (f{u) eine analytüche Function ist, die ein 
algebraisches Additionstheorem besitzt, so kann stets eine 
Grösse a so gewählt werden, dass die durch 

(f{a + w) = ip{w) 

defmierte analytische Function y^{w) ebenfalls ein alge- 
braisches Additionstheorem besitzt und ausserdem für w = 
sich regulär rerhdlL Hier ist gar Nichts ron der Be- 
schaffenheit oder Existenz der Function (f {u) an der Stelle 
M = vorausgesetzt. 

Da wir die Existenz einer Grösse a soeben nachgewiesen haben, 
welche die Beschaffenheit hat, dass m = a für y,(«) und w = 2a für 
(f'A[w) reguläre Stellen sind, so geschieht der Beweis ganz einfach fol- 
gendermassen. 

Behalten wir die obigen Bezeichungen bei, so ist also — siehe 
(45) — hier angenommen, dass man — wenigstens wenn p der Be- 
dingung: 2(><(> unterworfen wird — für 

M — a'<(>, ]/'— a<(>, |2/ + v — 2r/|<p (46) 
die Relation 

g[% [u - ü) , ^, [v - a) , %(u + r - 2 a)) = ü (47) 

hat, wo 9pi{u — a), '^xir — a) Werthe des eindeutigen Zweiges y>i und 
^.j^{u'\- v — 2d) den Werth des eindeutigen Zweiges y« von der Func- 
tion (p bedeuten. 

Für alle Werthepaare u , v' , die dem absoluten Betrage nach 
unter einer gewissen reellen positiven (Jrösse t liegen, werden alsdann 
die Bedingungen (40) erfüllt, sowohl wenn man 
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u = u + a ^ V = v' + a ^ 
als wenn man 

u = u + o' + a ^ V =^ a 

setzt und folglich erhält man aus (47) für 

|w'|<f , |^'|<* (4cSj 

die beiden Relationen: 

o{Vi{u' + v) , *i(0) , U^' + o))^0 , 

wo ^i(O) eine bestimmte endliche Constante bedeutet. Da hier %(u + y') 
in beiden fileichungen wirklieh vorkommt und dieselbe Bedeutung hat, 
so kann man diese Grösse eliminieren und erhält also eine wirkliche 
Relation: 

d. h. da 

^i>i(« — «) ='(fi{u) 
und somit 

ist, wo ^i{u) einen gewissen eindeutigen Zweig von (p{u) bedeutet, 
die Relation: 

g{ip,{u'} , VAl'/l , i//iK + z;')) = (49) 

für 

\u' \ <t , \f/\<:e. 

Wir haben also gefunden, dass die Function </' , für welche die 
Stelle u = eine reguläre ist, ein algebraisches Additionstheorem be- 
sitzt, und dass darin il'iiu) , U'i{v') und </^(?^' + ^^') , wenn w' und 6'' den 
Bedingungen (48) genügen, als Werthe eines und desnelbeyi eindeutigen 
Zweiges angenommen werden dürfen. 



Digitized by 



Google 



44 M. Falk, 

Durch analytische Fortsetzungen kann man sodann aus (49) 
die allgemeine Gültigkeit des algebraischen Additionstheorems für die 
Function tp darthun. 

VII. Wejin eine analytische Function (p{u) ein algebrai- 
sches Additionstheorem hat, so existiert sie in Jedem end- 
lichen Bereiche: 

\u\<R 
und ist überall daselbst von algebraischem Charakter, 

Dem Satze VI zufolge brauchen wir offenbar die Behauptung 
nur für den Fall zu beweisen, dass die Function (p[u) sich an der Stelle 
u = regulär verhält. Werden dann zunächst u und o durch die Be- 
dingungen : 

\it\<-2^ , |y|< 2 e 

beschränkt, wo p den Convergenzradius derjenigen Potenzreihe f)(^r) 
bedeutet, vermittelst welcher der eindeutige Zweig <p[f()) in der Form: 

ausdrückbar ist, so hat man nach (49) 

G{^{u) , ^[ü] , ^(t^ + ^)) = für|w|<-2-p, \o\<\^. 

Es ergiebt sich folglich, wenn v = u gesetzt wird, ein Resultat 
von der Gestalt: 



f{^[u) , ?>(2?/)) = für |H<ye 



oder 

fW^^ . ^P00) = für \u\<if , 

wo f{z^ x) eine ganze rationale Function von x und z bedeutet, und 
hieraus folgt vermittelst des Satzes V sogleich das zu beweisende 
Resultat. 
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VIII. Wenn eine mehrdeutige analytische Function ein 
algebraisches Additionstheorem: 



0{<f{u) , cfio) , cp{u+c)) = 



besitzt, so bleibt diese Gleichung bestehen, wenn man 
<f{u), <f{v), <f{ii + v) durch irgend weiche ihrer eindeu- 
tigen Ziveige ersetzt \ 

Der Annahme nach besteht nämlich die Gleichung: 

G{x,y,z) = (50) 

zunächst für 

x = P,{u-a), y='-P,{v-b), z --= Ps{u + v - a- b) (51) 

im ganzen Bereiche, wo diese Potenzreihen convergieren und gewisse 
eindeutige Zweige yi(w) , (p.2{v) , ^ii{u + v) von der Function ausdrücken. 

Geht man von (fii{iv) aus, wo lo in der Nähe von a liegt, so ist 
alsdann ^i{to) durch Pi{iv — ä) ausgedrückt, und durch analytische 
Fortsetzung dieser Reihe über den ganzen regulären Bereich der Func- 
tion y? kann maxi jeden anderen eindeutigen Zweig erhalten, wenn nur 
der Weg, längs dessen die Fortsetzung geschieht, passend gewählt 
wird. Ebenfalls kann irgend ein beliebig ausgewählter eindeutiger 
Zweig in derselben Weise aus irgend einem anderen hergeleitet werden. 

Wie man sich von der Warheit des Satzes überzeugen kann, 
geht leicht aus der folgenden Ueberlegung hervor, worin wir beweisen 
wollen, dass man in der Gleichung (50) , ohne die in (51) gegebene 
Bedeutung von x und y zu ändern, statt des Werthes (51) von z irgend 
einen anderen beliebig ausgewählten eindeutigen Zweig: 

z^P,{u + v-a-b) (52) 

setzen darf. 

Unsrer Annahme nach giebt es nämlich im regulären Bereiche der 
Function ^{w) einen Theilbereich von der Beschaffenheit, dass durch 
analytische Fortsetzungen darin nicht nur die Reihe Px{w — a) in 
Pg(?^; — a— &) , sondern auch die letztere Reihe in P^{w -- a — b) um- 
gewandelt werden kann. Es muss daher eine endliche reelle positive 

* Diesen Satz und einen Beweis, der dem hier zu gebenden ziemlich ähnlich ist, 
findet man in der oben citierten Abhandlung des Herrn Phragmen. 
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Zahl R geben, für .die dieser Theilbereich ganz im Innern des Be- 
reiches : 

\w\<R (53) 

enthalten ist. 

Da ferner die ira Bereiche (53) aus dem Elemente P, {w — a) her- 
vorgehende Bestimmung von (f(w) überall daselbst von algebraischem 
Charakter (Satz VII) ist, so hat sie im ganzen Bereiche (53) nur eine 
endliche Anzahl singulärer Stellen (Satz (5)^ 

Durch Schnittlinien, die von jeder dieser singulären Stellen bis 
an den Rand des Bereiches (53) so gezogen werden, dass sie weder 
sich selbst noch einander treffen, machen wir diesen Bereich einfach 
zusammenhängend. Als in dem also erhaltenen geschnittenen Bereiche 
liegend können offenbar die drei Stellen w = a, w^h , ic = a + b an- 
genommen werden, da man ja die Schnittlinien noch der Bedingung 
unterwerfen kann, durch keine dieser Stellen gehen zu dürfen. 

Durch analytische Fortsetzung des Elementes Pji{tv — a — b) längs 
einem gewissen im ungeschnittenen Bereiche (53) fortlaufenden ge- 
schlossenen Wege, der von iv = a + b ausgeht und zu dieser Stelle 
zurückkehrt, geht der Annahme nach dieses Element in R^{io — a — b) 
über. Da ein eindeutiger Zweig nur dadurch in einen anderen über- 
gehen kann, dass man ihn über mindestens eine Schnittlinie analy- 
tisch fortsetzt, die von einer Verzweigungsstelle ausgeht, oder m. a. W. 
dass man die veränderliche Stelle w eine solche Stelle umkreisen lässt, 
so kann man den fraglichen Weg so umformen, dass er aus einer 
gewissen Anzahl in bestimmter Reihenfolge geordneter Schleifen zu- 
sammengesetzt wird, wo jede Schleife dadurch entsteht, dass w^ von 
der Stelle iv = a + b ausgehend, bis in beliebiger Nähe einer Verzweig- 
ungsstelle anlangt, dann diese Stelle längs einem beliebig kleinen Kreise 
umläuft und schliesslich längs dem ersten Wege nach der Stelle 
w = a + b zurückkehrt. 

Man sieht ohne Schwierigkeit ein, dass die Stellen u und i/, 
ohne den durch die Schnittlinien hervorgebrachten einfach zusammen- 
hängenden Bereich zu verlassen, sich gleichzeitig so bew'egen können, 

* Man beachte die Fussnote 2, Seite 30 und die Bemerkung vor dem Satze VI, 
woraus hervorgeht, dass man — nöthigenfalls nach Annahme einer Grösse b' in der Nähe 
von b und nach analytischer Umbildung von R^iv - b) und Rj^{u + v ~ a - b) z\i P ^{v -- b) 
und P'g {u + V - a - b') — annehmen darf, dass die Stelle w = a ^ b (bezw. tv = a + b') 
eine reguläre Stelle für P^{w - a - b) (bezw. P^{w -a — b')) ist. 
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dass dadurch die durch w = ?/ + y definierte Grösse w eine beliebige 
von den oben genannten Schleifen ein Mal und vollständig durchläuft, 
wobei natürlich u und v von den Stellen u "= a ^ v = b ausgehen und 
zu denselben zurückkehren sollen. Wenn alsdann 



für 

der Gleichung: 



G 



z = ^{u + v - a — h) (54j 

\u — a\<Q,, |r — &|<p2 

(P,[u-a) , P,{v-b) , ^) = (65) 



Genüge leistet, so bleibt diese Gleichung für die gleichzeitigen analy- 
tischen Fortsetzungen längs den oben genannten Wegen bestehen, und 
es ergiebt sich also, dass die Gleichung (55) auch durch 

2 = ^P(w + V — a — b) 

befriedigt wird, wo 'f{fv — a — b) das neue Element bezeichnet, worin 
'f^{w — a — b) durch analytische Fortsetzung längs der Schleife über- 
gegangen ist. 

Durch Wiederholung dieser Schlussweise kann offenbar das 
erzielte Resultat erhalten, und der Satz somit als vollständig bewiesen 
betrachtet werden. 

IX. Jede analytische Function y?(w), die ein algebraisches 
Additionstheorem besitzt, ist endlich mehrdeutig finclus. ein- 
deutigj und im eigentlichen Sinne des Wortes eine Func- 
t'ion von algebraischem Charakter. 

Denn dem Satze VIII gemäss wissen wir, dass die Gleichung: 
0(h>M . cp,{v) , cr{u + vfj=0 , (50) 

wo (pi einen beliebig ausgewählten eindeutigen Zweig von der Func- 
tion (p bezeichnet, durch jeden Werth <p{u i- v) , den die Function an 
der Stelle u + v hat, befriedigt ist. Da aber diese Gleichung in Bezug 
auf <f {n + c) von gegebenem endlichen (Jrade n ist, so kann also die 
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Function ip für keinen Werth des Argumentes mehr als n Werthe ha- 
ben und ist also höchstens^ n-deutig. 

Aus diesem Resultate und dem Inhalte des Satzes VII ergiebt 
sich dann nach dem Satze Ä , dass die Function im eigentlichen Sinne 
des Wortes von algebraischem Charakter ist. 

Also ist der wichtige Satz bewiesen. 

Bemerkunf). Wenn man in der Gleichung (56) v = u annimmt, 
so ergiebt sich eine Gleichung: 



g(ipM), (p{2u)^ = 0, (57) 



die stets als irreductibel angenommen werden darf und eine wirkliche 
Abhängigkeit zwischen (px{u) und (f{2u) enthält, aber in Bezug auf 
(p{2u) von niedrigerem als dem niten Grade sein kann, wie es z. B. 
für die Function p{u) bekanntlich der Fall ist; denn p{2u) ist ja als 
rationale Function von p{u) ausdrückbar. — Auch der Grad von (57) 
in Bezug auf (f{2u) ist bisweilen höher als der Mehrdeutigkeitsgrad 
der Function (fi{u) , bisweilen gleich diesem, wie man aus Beispielen 
ersehen kann. Es ist unnöthig, hierauf näher einzugehen. 

Andererseits ist aber dc7' Grad der Mehrdeutigkeit der Function 
(p{ti) genau dem Orade derjenigen irreductiblen Gleichung gleich, u'elchfi 
ausdruckt, dass (fj{u) im eigentlichen Sinne des Wortes von algebraischem 
Charakter ist. [Siehe den Beweis des Satzes Ä'j. 

Jetzt gehen wir zu weiteren Untersuchungen über und beweisen 
zunächst den Satz: 



^ Dass man hier nicht schliessen darf, dass die Function genau «-deutig sein muss, 
ist leicht zu ersehen. Wenn nämlich x und y gegeben sind, so kann der eindeutige Zweig 
y, (w) für mehrere Werthe m, , i^ . . . den Werth a?, und y, (») für mehrere Werthe t?, , r^ , . . . 
den Werth y erhalten. Alle Werthe, die if (u ^ v) für « + r = w;^ + Vfi erhält, sind dann 
Werthe von z, die der Gleichung: G{x ^ y, ^) = genügen. Also sind diese Werthe nicht 
mehr als n an der Zahl; da sie aber mehreren verschiedenen Werlhen von u + v entsprechen 
können, so brauchen sie nur zu ergeben, dass die Function höchstens n-doutig ist. Als Bei- 
spiel hierfür kann die Function J«^(m) dienen, die eindeutig ist, obgleich ihr algebraisches Ad- 
dilionsllieoroni vom 2:ten Grade in p{u + v) ist. 
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X. Wenn <f{u) eine analytische Function ist, die eine 
charakteristische Gleichung besitzt, so besteht für jedes 
Werthesystem u, n, u, v\ , das die Bedingung: 

u + v = ti' + r/ (58) 

e)^ füllt, eine Gleichung ¥on der Form; 

F(<p{u), <p{v), ifiu'), </>(!;')) = 0, (59) 

WO F{^ , Tj , S\ tj') eine ganze rationale Function ihrer 
vier Argumente bezeichnet [W. 85]. 

Betrachten wir die Werthe w , /< , u\ // als gegeben und führen 
wir für einen Augenblick zwei Veränderliche w , /■ ein. Alsdann be- 
steht der Annahme nach eine Gleichung von der Form: 



a{<fiu), <f{v) , (^(-+-)) = o, (00) 



2 

Lassen wir hier u und /- , von dem Werthepaare: 

U = U ^ V — V 

ausgehend und der Bedingung: 

u+ r = u-\- c 
stets genügend, sich stetig so ändern, dass sie schliesslich die Werlhe: 

n — u ^ V = v' 

annehmen, so bleibt die Gleichung (60) während dieser Aenderung be- 
stehen, und man hat also die Resultate: 

G((p{u) , (p{o) , ^(---g— )) = 0, 

a{ip(u} , (^(0 , ^r^(^^)) = o, 

wo folglich 

(u + o\ /i/ + v'\ 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser, IV: Vol. 1, Inipr. »^6 11M)7. 7 
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(U "I" v\ 
— 2~j 

und ip\ — ^ — j eliminieren und erhält also eine Gleichung von der 

Form (59). 

Der Satz ist also bewiesen. 

Bemerkimg, Wenn die betrachtete Function ip[w) an der Stelle 
w = Q sich regulär verhält, und wenn man — was dann stets mög- 
lich ist — die Werthe u ^ o ^ u\ v in den Convergenzbereich eines 
die Function in der Nähe von iv = definierenden Elementes ^{w) ver- 
legt, so ist die Gleichung (59) offenbar durch 

cp{u) =?)(?/) , y(.) = g) (^) , (piu) = ^{u'} , <fi{r/) = f{v') 
befriedigt. 

XL Wenn (p{u) eine analytische Fundion ist^ die an der 
Stelle w = sich regulär verhält, und wenn — jedesmal, 
wo u , V , i(\ V im Gonoergenzhereiche eines die Func- 
tion in einer Umgehung dieser Stelle darstellenden Ele- 
meyites ^[u) so gewählt sind, dass die Bedingtmg: 

II + i; = u -h v' (61) 

erfüllt ist — eine algebraische Oleichung: 

F[W') , n^) , W) , W))-(i (62) 

besteht, so besitzt die Function if>{u) ein algebraisches Addi- 
tionstheorem [W. 85J. 

Mit selbstverständlichen Bezeichnungen schreiben wir die Gleich- 
ung (02) in der Form: 

n^ , n . r , H) = . (63) 

Es sei 

*(0) = fc , 

wo also b eine bestimmte endliche Grösse ist. Die Gleichung (()3) 
kann dann folgondormasson entwickelt werden: 



Digitized by 



Google 



Analytische Functionen, welche Additionstheoreme besitzen. 51 

FS , ri , r) + i^i (I . /? , r) (// - ö) + . . . + i^.f^ , /? , r) (/?' ~ 6)- = o , (64) 

wo alle jP(| , /y , ^') ganze rationale Functionen ihrer drei Argumente 
sind, und i^ü(i^, ^/ , ^') nicht identisch gleich Null ist, weil die Gleichung 
(62) als irreductibel anzunehmen ist. Lassen wir jetzt u und v dem 
absoluten Betrage nach so klein sein, dass nicht nur w und ü, sondern 
auch u + v dem Convergenzbereiche der Potenzreihe ^J)(w) angehören, 
so dürfen wir v' = und folglich 

U = 11 + V 

annehmen. Hierdurch ergiebt sich also, wenn (64) berücksichtigt wird, 
aus (62) das Resultat: 



n(^(^o , ?)00 . n^ + v))^o, 



woraus man leicht folgert, dass die Function (f{u) ein algebraisches 
Additionstheorem besitzt, w. z. b. w. 

XII. Wmn eine analytische Function (f'{u) eine charak- 
teristische Gleichung hat, so besitzt sie auch ein algebrai- 
sches Additionstheorem. 

a) Wenn // = für (f[u) eine reguläre Stelle ist, so folgt die 
Wahrheit des Satzes sogleich aus den Sätzen X und XI. [W. 85]. 

h) Ist dagegen w = für (f{u) eine singulare Stelle, so führen wir 
den Beweis folgendermassen. 

Da die Function y>(?/), wie der Satz IV lehrt, in jedem endlichen 
Bereiche existiert und von algebraischem Charakter ist, so kann man 
stets eine endliche Zahl a so wählen, dass die P^unction sich an den 
heiden Stellen u = a und ?/ = 2a regulär verhält. 

Die Function \p[u')., die wir durch 

<f[a + w) = ip{fv) (65) 

definieren, ist also analytisch, verhält sich an der Stelle w = regulär 
und besitzt (Satz III) sogar dieselbe charakteristische Gleichung wie 
(f{u) . Nach dem Beweise im Falle a) hier oben hat also die Func- 
tion iff(u-) ein algebraisches Additionstheorem: 
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F,(if>{u') , ^eO , V'0/ + /))=O, (66) 

worin, wenn man ti' und v' auf eine hinlänglich kleine Umgebung der 
Stelle ^^ = beschränkt, ^'{u) und if'{v') als einem und demselben ein- 
deutigen Zweige angehörig angenommen werden dürfen, während 
ip{u + o') unabhängig hiervon Werth eines beliebigen Zweiges sein darf. 
Nach diesen Feststellungen können wir also in (60) Entwickel- 
ungen von der Form: 

ip{u) = ?)(?/) , ipio) = f{o') , ipiu' + o') - ^{u' + V') 

einführen, wenn zugleich — was erlaubt ist — tp{H + o') als demsel- 
ben eindeutigen Zweige wie i/'(?«') und ip[i/) angehörig angenommen 
wird. Also haben wir in der genannten Umgebung der Stelle w = : 



F.{n^') ,^{o') ,^K + O) = . (67) 



Werden hier ^{v') und ^{u + o') — als Functionen von v' be- 
trachtet — längs einem, offenbar stets zu Gebote stehenden, von y' = 
zu v' = a verlaufenden Wege analytisch fortgesetzt, so bleibt (67) für 
diese Fortsetzungen bestehen, und man erhält für alle Werthe u , v\ 
die den Bedingungen 

\u\<Q , I y' — a I < p, 

genügen ((> und (fi sind gewisse positive Zahlen), ein Resultat von der 
Form: 

welches, wenn v' = a gesetzt wird, die Relation: 

F,(^^{u) , h , ^p^{u' + a)yO (68) 

ergiebt, weil ^ = 2r^ für y?(/;) und folglich v -^ a für. ip[v') eine reguläre 
Stelle, und also V^i(r/) = h eine bestimmte endliche Constante ist. Da 
(66) irreductibel ist, so kann (68) nicht identisch befriedigt sein unab- 
hängig von den Werthen von ^{u) und ip^{u + d) ^ sondern muss eine 
wirkliche Abhängigkeit zwischen diesen Grössen ausdrücken. 
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Wenn u und v in einer hinlänglich kleinen Umgebung der Stelle 
w = a beliebig gewählt werden, so darf man in (67) 

u = u — a , o' = V — a 
und in (68) 

u = II + V — 2a 

setzen und erhält somit: 

F,(^^{u-a) , f{v-a) , ^(w + ^- 2a)) = , 

Fj^{u + v-2a) , 6 , xy^{u + v-'a)\ = , 

wo ^{ii + v — 2a) in beiden Gleichungen wirklich vorkommt und selbst- 
verständlich dieselbe Bedeutung hat. Man kann also diese Grösse eli- 
minieren und erhält somit eine Relation von der Form: 

FJf{u-a) , ^{v-a) , v^,(w + t; - a)) = , 
d. h. 

FJip{u — a) , \f){v — a) , \}j,i{u + ?; — a)) = , 
oder nach (65) 

F^{(p{u) , (f[v) , (f,{u + v)) = , 

die durch analytische Portsetzungen offenbar beweist, dass die Func- 
tion (p{u) auch im hier betrachteten Falle ein algebraisches Additions- 
theorem besitzt, w. z. b. w. 

Dass dieser Satz auch umgekehrt werden kann, wird im folgen- 
den Satze bewiesen: 

XIII. Wefm eine analytische Function (p{u) ein algebrai^ 
sches Additionstheorem hat, so besitzt sie auch eine charak- 
teristische Gleichung. 

Der Annahme nach genügt (p{u) einer irreductlblen algebrai- 
schen Gleichung: 



G{(p{u) , <p{v') ,^(w' + ^')) = 0, (69) 
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wo die Werthe der Function beliebigen Zweigen angehören dürfen. 
Lasst man qiu) und (p{o') demselben eindeutigen Zweige angehören, 
so darf man, wenn u und v beliebige endliehe Grössen bedeuten, 

, , u + V 
u =v = - 2" - 

setzen und erhält dadurch — weil (09) irreductibel ist — eine wirk- 
liche Abhängigkeit: 

rM'-t--)^V>{u+o)) = 0, (70) 

wo yiß , //) eine ganze rationale Function von $ und /y ist, zwisclien 

den beliebig zu wählenden Zweigen <f[ ^y J und cp{u + v). Da ferner 
(69) die Gleichung: 

0(<f{u) , y(y;) , (p{u + v)^=-'0 (71) 

ergiebt, wo ebenfalls die Z^^eige q{ti)^ yl^")? y(^^ + ^) willkürlich ge- 
wählt werden dürfen, so ist es offenbar erlaubt anzunehmen, dass 
(f{u + v) in (70) und (71) dieselbe Bedeutung hat. Alsdann kann man 
aber q){u+ o) zwischen diesen Gleichungen eliminieren, was ein Re- 
sultat von der Form: 

(j[(p(u) , (f^{o) , (f[—2n ^ 

ergiebt, wo n(§ ^ // , t) eine ganze rationale Function ihrer drei Argu- 
mente ist. Hieraus leuchtet die Wahrheit des Satzes sogleich ein. 

Aus den bis hierher bewiesenen Sätzen ergeben sich mehrere 
Folgerungen, unter denen wir nur die folgenden hervorheben wollen. 

XIV. Es läuft genau auf dasselbe hinaus, von einer 
ayiahjtisclien Function anziinchntm^ dass sie eine charak- 
teristische Gleichung, wie dass sie ein algebraisches Addi- 
tionstheorem besitzt, 

W\ Jede anahjtische Function, die eine charakteristische 
Gleichung besitzt, ist im eigentlichen Sinne des Wortes 
eine Function von algebraischem C/iarakter. 
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XVI. Jede eindeutige analytische Function (f[u) , die eine 
charakteristische Gleichung oder ein algebraisches Additons- 
theorem besitzt, ist überall im Eyidlichen von rationalem 
Charakter [Satz ®]. 

Es erübrigt noch einige Sätze auseinanderzusetzen, die nebst 
der Function if[u) selbst auch noch ihre erste Ableitung enthalten. 

XVII. Wenn eine analutische Function (f\u) ein alge- 
braisches Additionstheorem hat, so besteht zwischen y(w), 
(f{v) nnd deren ersten Ableitungen (f{n)^ 9^'(^0 ^^'^^ '^*^<^- 
ductible algebraische Gleichung: 

9{(f{^^) . <fi^) . y^'(^) . y'0l) = O, (72) 

vro g{^, 7], ^\ 7]') eine gayize rationale Function ihrer 
vier Argumente ist, deren Goefficienten von u und v un- 
abhängig sind [W. 85]. 

Führen wir in dem für (p{u) geltenden algebraischen Additions- 
theoreme die Bezeichnungen: 

(f{u) = X , (f{v) = y , (f^{u + v)^z (73) 

ein, so geht eine Gleichung her\'or, die wir in der Form: 

i^=0 (74) 

schreiben können, wo 

F^z'^ + F.ix, !,)z--'+... + F„,{x, y) (75) 

ist, und i^i , . . . , i^,„ (im Allgemeinen gebrochene) rationale Functio- 
nen von X und y bedeuten, von denen einige (aber nicht alle) von x 
und y unabhängig sein können. 

Werden u und v auf solche Bereiche beschränkt, dass für die 
Function (fi[w) nicht nur w = u und w = v , sondern- auch w = u-\- c 
reguläre Stellen sind, so dürfen wir die Gleichung (74) partiell in Bezug 
auf u und v differentiieren und haben ausserdem 

ISZ 'iSZ 

9?/ "" 9?^ ' 



vermittelst welcher Relation wir aus dem Differentiationsrcsultat 



e: 
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hF dx , ^Fdz ^ (iF dy . dF bz 
dx ' dii dz d2i " ' dy dv dz dr ~ 

sogleich die Beziehung 

erhalten, wo der Kürze halber noch die Bezeichnungen: 

eingeführt worden sind. 

Nach (75) reduciert sich die Gleichung (70) auf: 

Die linke Seite dieser Gleichung kann nicht unabhängig von den 
Werthen der Grössen z, y , x, y\ z gleich Null sein, weil dies fordern 
würde, dass die Coefficienten -Pi , . . . , F^ in (74) von x und y unab- 
hängig sein müssten, was gegen die Voraussetzung verstösst^ dass z 
in (74) mit w + ?; veränderlich ist. 

Wenn dagegen x ^ y , z die Bedeutung (73) haben, so ist, wie 
oben bewiesen, die Gleichung (77) unabhängig von den Werthm von u 
und wirklich befriedigt. ^ 

Jetzt müssen folgende zwei Fälle unterschieden werden: 

1) Wenn (77) eine von z unabhängige Gleichung enthält [z. B. 
wenn auf der linken Seite von (77) entweder z gar nicht vorkommt, 
oder diese Seite aus nur einem einzigen Gliede besteht, so dass die 
Gleichung nach Division mit einer passenden Potenz von z diese Grösse 
nicht mehr enthält]. Alsdann ergiebt sie eine Gleichung, die offenbar 
auf die Form: 

g{x, y, x\ 2/')-=0 (78) 

gebracht werden kann und die für alle Werthe von u und v geltende 
Relation : 



g[^{u) ,./^(r) ,if\u) ,y'(^-)) = (72) 
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beweist, während dagegen die Gleichung (78) nicht bestehen kann, 
wenn x, y , x, y' als von einander unabhängige Veränderliche be- 
trachtet werden. 

2) Wenn (77) eine Gleichung ergiebt, in welcher z wirklioli vor- 
kommt. Dann kann man zwischen (74) und (77) z eliminieren, wo- 
durch wiederum Resultate von der Form (78) und (72) erhalten werden, 
die genau so wie oben aufzufassen sind. 

Der Satz ist also bewiesen. 

Bemerkung. Die folgende Bedeutung der Gleichung (78) ver- 
dient beachtet zu werden. Wenn man sich die Oleichungen (74) und (77) 
als vorgegeben denkt^ und beide z enthalten, so ist für beliebige x , y ^ x\ y' 
die Oleichimg (78) die nothwendige und ausreichende Bedingung, die unter 
diesen Grössen bestehen muss^ damit (74) und (77) eine gemeinsame Wur- 
zel z haben. Wenn man dann die Gleichung (74) so auffasst, dass ihre 
linke Seite als ganze rationale Function nicht nur von z ^ x , y ^ son- 
dern auch von x\ y' (obgleich diese nicht explicite vorkommen) be- 
trachtet wird, so ist also (78) eine hinreichende Bedingung dafür, dass 
(74) reductibel ist. 

XVIII. Wenn eine analytische Functioyi (f(u) einer irre- 
ductiblen algebraischen Gleichung: 

.(7(yO0 , <r{') , y'(w) , y'OO) = o (72) 

Genüge leistet, so besteht auch zwischen (f(u) und (p'{u) 
eiyie algebraische Gleichung: 



(7,(yOO ,y'N) = , (79) 



WO aUo gx{x , x) eine ganze rationale Function ihrer 
beiden Argumente bedeutet, deren Coefficienten von u und 
V unabhängig sind [W. 85 J. 

Mit den im Beweise des vorigen Satzes benutzten Bezeichnun- 
gen besteht also die Gleichung: 

g(x, y, x\ y') = , (78) 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IV: Vol. 1, Impr. «Ve 1907. 8 
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die der Annahme nach nicht zerlegbar ist in (ileichungen von dersel- 
ben Beschaffenheit. In entwickelter Form kann (78) geschrieben werden: 

Uli > y) + A(// . //') ^c + f,{y ^ y/Vr' + . . . = , (80) 

wo also die linke Seite eine ganze rationale Function von x und x' 
ist, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von // und //' sind. 

Es ist natürlich auch hier angenommen, dass g{x , y , x\ i/) 
nicht gleich Null ist unabhängig von den Werthen von x , // , x\ //' . 

Wenn die linke Seite von (80) nur ein einziges Glied enthalten 
könnte, so müsste, da die Gleichung irreductibel ist, dieses Glied ^ sein, 
so dass also (80) die Form: 

foiih //) = o 

haben und daher das Resultat: 

/J)(y4'0 , y '('•)) = und folglich fo{(p{^i) , (f'{ufj = 

ergeben wwde, was ja eine Beziehung (79) ist. 

Wenn dagegen (80) mehrere Glieder wirklich enthält, so muss 
es in (80) mindestens zwei f{y, y) geben, die nicht gleich Null sind 
unabhängig von den Werthen von y und //'. Da diese Functionen 
keinen gemeinsamen Theiler haben, so können sie entweder für kein 
Werthepaar y , y' oder nur für eine endliche Anzahl solcher Werthe- 
paare gleichzeitig verschwinden, und folglich kann man stets im regu- 
lären Bereiche der Function y(r) einen Werth v = v^ so wählen, dass 
die Functionen /'(// , y] für diesen Werth nicht gleichzeitig verschwin- 
den. Für V = 6*0 nimmt dann die Gleichung (72) die Gestalt (79) an, 
w. z. b. w. 

Aus XVIl und XVIII ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

XIX. Wenn eine analytische Function y (?/) ein algebrai^ 
sches Additionstheorem l)esitzt, so besteht zwischen der 
Function und ihrer ersten Ableitung y'(//) eine algebraische 
Gleichung, deren Coefßcientm ron dem Arymnente u nicht 
(fhhänf/en fW. S7)\. 
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Durch mehrmalige Differentiation und Elimination leitet man aus 
(79) ohne Schwierigkeit den Satz her: 

XX. Wenn eine analytische Fundmi (f{u) die Eigen- 
schaft besitzt, dass zwischen der Function und ihrer ersten 
Ableitung eine algebraische Gleichimg besteht, deren Goef- 
ficienten von dem Argumente unabhängig sind, so kamt 
jede höhere Ableitung von cp{u) als rationale Function von 
(f{ti) und (/ (u) ausgedrückt werden [W. 85 J. 

Die Untersuchungen, die wir bis jetzt angestellt haben, sind so all- 
gemein geführt, dass sie auch den Fall umfassen, wo u = keine reguläre 
Stelle für die Function ist. Auch die folgenden Untersuchungen sollen 
eben so allgemein gehalten werden und folglich diesen Fall mit um- 
fassen, w^as wir besonders hinsichtlich der nächstfolgenden Sätze her- 
vorheben wollen. Wenn wir uns nämlich in den Sätzen, die von dem 
algebraischen Additionstheoreme handeln, mit der Annahme begnügt 
hätten, dass u = für die Function eine reguläre Stelle ist, so würden 
wir diese Sätze nicht einmal auf die Function p{u) anwenden dürfen. 

XXI. Wenn eine analgtische Function qj{u) ein alge^ 
braisches Additionstheorem: 

z'" + F,{x , y)z'^-' + ...+ F„,{x , y) - (74) 
besitzt, wo 

X = (f{u) , y = (f'{v) , z = (f{u + v) , (73) 
und wenn die aus (74) hergeleitete Gleichung: 

eine z wirklich enthaltende Gleichung crgicbt^ so besteht 
zwischen <f{u + v), (p[u) , (f{v), (ff [u] , (p'{c) eine alge- 
braische Gleichung: 

@ [ifiu + /;) , if{u) , i(\o) , <f.\n) , ii/{v) ) = , (81) 
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deren Coefficienten von den Argumenten u, v nicht ab- 
hängen, und die in Bezug auf (f\u + v) von niedrigerem 
Qrade als das algebraische Additionstheorem ist [.W 85]. 

Nehmen wir zunächst nur an, dass die Gleichungen (74) und 
(77) gegeben sind, dass (77) z wirklich enthält, und dass die Grössen 
X , y , x\ y — übrigens beliebig — nur der einzigen Bedingung: 

ü^x, ,y,.r;/) = (78) 

unterworfen sind, die durch Elimination von z zwischen (74) und (77) 
hervorgegangen ist. Alsdann haben die linken Seiten von (74), und 
(77) einen grössten gemeinsamen Theiler, der eine ganze rationale 
Function von z ist, deren Coefficienten rationale Functionen von x , y ^ 
X, y' sind. Wird dieser Theiler gleich Null gesetzt, so entsteht also 
eine Gleichung, deren sämmtliche Wurzeln genau die gemeinsamen Wur- 
zeln z ausmachen, die die Gleichungen (74) und (77) , w^enn die Be- 
dingung (78) erfüllt ist, besitzen. Diese Gleichung, die also eine noth- 
wendige Folge aus dem gleichzeitigen Bestehen der drei Gleichungen 
(74) , (77) und (78) ist, bringen wir auf die Form : 

@(^, X, y,x\ //') = , (82) 

wo die linke Seite eine ganze rationale Function ihrer Argumente 
z, X*, y , X , y' ist, deren Coefficienten von diesen Argumenten nicht 
abhängen. Es leuchtet dann ohne Weiteres ein, dass der Grad der 
Gleichung (82) in Bezug auf z niedriger ist als der der Gleichung (74). 
Lassen wir jetzt x, y , z die in (73) angegebenen Functionen 
bedeuten, wodurch also auch xJ und y' Functionen bezw\ von u und v 
w^erden, so sind die Gleichungen (74) , (77) und (78) wirklich erfüllt^ und 
besonders wird alsdann, w^eil x und x' (als Functionen einer und der- 
selben Veränderlichen ti) von einander abhängig sind, und ebenfalls 
y und y\ die Gleichung (78) dem Satze XVIII gemäss durch die zwei 
Gleichungen: 

g,{x,x')=-0 , g,{y, //) = (83) 

ersetzt. 

Die obige Schlussfolgerung ergiebt also, dass jetzt die Gleichung 
(82) erfüllt ist, d. h. dass aus der im Satze gemachten Annahme das 
Bestehen der Gleichung (81) sicher folgt, w. z. b. w. 
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Zu diesem Satze ist noch Folgendes zu bemerken. Da die Glei- 
chung (78) im Allgemeinen nur die Existenz einer den Gleichungen (74) 
und (77) gemeinsamen Wurzel sichert, so wird also im Allgemeinen 
die Gleichung (82) in Bezug auf z vom ersten Grade sein. Dieser Um- 
stand wurde von Weiebstrass so ausgesprochen, dass er den Fall, wo 
die Gleichung (81) die Form: 

(f{u + y) - Ii[(fi{ti) , (fiv) , (f{u} , (f'{o)) (84) 

hat, wobei unter R{x ^ // , x\ if) eine rationale Function ihrer vier Argu- 
mente verstanden wird, als den »gewöhnlichen» bezeichnete. 

Nati'irlich ist hiermit die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, dass 
die Gleichung (82) von höherem als dem ersten Grade in Bezug auf z 
sein kann. Ausserdem verdient es bemerkt zu werden, dass die Glei- 
chung (82), so lange x^ // , x\ i/ nur der einzigen Bedingung (78) 
unterworfen werden, irreductibel^ wenn aber die Bedingung (78) durch 
die speciellere (83) ersetzt wird, reductibel sein kann. Im letzteren Falle 
würde dann die Gleichung (81) reductibel sein; wenn dies aber zutrifft, 
soll stets angenommen werden, dass sie durch eine von der Function 
(f{ii) wirklich befriedigte irreduciible Gleichung, die stets aus (81) zu 
erhalten ist, ersetzt worden ist. Infolge dessen nehmen wir ein für 
allemal an, dass die Oleichung (81) irreductibel ist. 

Das folgende einfache Beispiel wird diese Einzelnheiten klar zum 
Vorschein kommen lassen. 
Die Function: 

<f (ii) = sin u 
hat das algebraische Additionstheorem (74): 

z'-2 {x' + ?/ - 2 x' f) z' + [x' - yy = (74) 

und ergiebt also als Gleichung (77): 

j(l - 2x--0 ijy - (1 -2f) xx^ \ z^ + [j? - f) {xx' + yy') =0 . (77) 

Eliminiert man z zwischen diesen Gleichungen, nachdem die er- 
stere mit der zweiten Potenz des in (77) vorkommenden Coefficienten 
von z'^ multipliciert worden ist, so ergiebt sich ein Resultat, das sich. 
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wenn man die einzelnen Glieder nach den Potenzen und dem Produete 
der Grössen j.t^ und <///' ordnet, ohne Schwierigkeit auf die Form: 

4 x' f {jc" - f) [oc" + y' - 1) j (1 - f) x' - (1 - x^) y'* \ = 

bringen lässt und folglich als Gleichung (78) das Resultat: ' 

{l-if)x'-'-il-x')y''' = (78) 

ergiebt. Offenbar dürfen wir hier für einen Augenblick eine Hilfsgrösse 
t so einführen, dass wir 

l - :c^ = tx' , 1 - ?/ = ty' («) 

erhalten, woraus also einleuchtet, dass t als rationale Function von x' 
und x''^ oder von if und i/' aufgefasst werden kann. 

Bringen wir jetzt die Gleichung (74) auf die Form: 

j z'-x^i-if) -7/(1 -x')\'-ix'f{\-x'){l-in = , 
so nimmt sie vermittelst («) die Form: 

I z'-t{yx' + xyy j j z^-t{yx' - xyj { = , [fi) 

an, woraus also hervorgeht, dass die Bedingung (78) die Gleichung 
(74) redndibel macht, was wir zunächst nachweisen wollten. 

Gehen wir jetzt zur Gleichung (77) über. Aus («) erhalten wir: 

1 - 2 x' = tx' ~ x' , 1 - 2 / - ty' - f 

und folglich: 

(1-2 x') 2/?y' - (1 - 2 f) XX = {:cy + tx y) {fix - xy) , [y] 

x' - ?/ = x^ (/ + ty'') - f [x' + tx') = - t {yx + xy) [yx - xy) [Ö] 

und 

XX + yy = XX {if + ty') + yy [x^ + tx'') = [xy + tx y) [yx + xy) . (e) 

Vermittelst (/) , (^) , (*) reduciert sich dann (77) auf die Form: 

z'-~t{ijx' + xyy^O , (Q 



Digitized by 



Google 



Analytische Functionen, welche Additionstheoreme besitzen. 63 

welche, mit {ß) verglichen, zeigt, dass (u) genau diejenigen Wurzeln 
ergiebt, die den Gleichungen (74) und (77) gemein sind, wenn die Be- 
dingung (78) besteht. Da diese Bedingung allein nicht t als Quadrat 
einer rationalen Function von .r, //, x\ y' ergiebt, so ist alsdann die 
Gleichung (C) irredudihel Wenn dagegen die Bedingung (78) durch 
die beiden Gleichungen (83) ersetzt wird, so wird (C) rediictibel^ und zwar 
in zwei irreductible Gleichungen zerlegbar. Um die eine der Glei- 
chungen (83) zu erhalten, nehmen wir in (78) v = 0, d. h. y = 0, ;//' = 1, 
was 1 — :r^ = x^ ergiebt. Die Gleichungen (83) werden also hier 

l^x'=- x' , \-f = y' (83) 

und gehen offenbar aus (a) f ür i = 1 hervor. Die Gleichung (C) wird 
also, wenn die Gleichungen (83) gelten, die Gestalt: 

I z — [yx + xy") \\z + [yx + xy) | = 

annehmen, und hieraus geht schliesslich auch hervor, dass als die 
irreductible Gleichung (81) in unsrem Beispiele die Gleichung: 

2 — {yx' + xy') = , 
d. h. die Relation: 

(f {u + v;) = (f (w) (f' (r) + (f [v] (f' (w) 

erhalten wird, die ja bekanntlich für ip (?^) = sin u gilt. 

Im Satze XXI war unter Anderem angenommen, dass die Glei- 
chung (77) keine von z freie Gleichung ergab. Wenn im Gegentheil 
diese Gleichung eine Relation ergiebt, die z nicht enthält, so kann man 
allerdings vermittelst dieser Relation keine Gleichung (81) erhalten, deren 
Grad in Bezug auf (f{u + v) niedriger als m ist; aber es ist natürlich 
stets möglich, vermittelst der Bedingungen (83), d. h. vermittelst (79) 
das algebraische Additionstheorem selbst auf die Form (81) zu bringen, 
was jedoch in diesem Falle stets eine irreductible Gleichung ergiebt, 
deren Grad in Bezug auf (p{u + v) nie niedriger als m sein kann. Oder: 
man kann die Möglichkeit einräumen, dass in der Gleichung (81) die 
Ableitungen (f'{u) , (f'{v) nicht nothwendig explicite vorzukommen brau- 
chen, und dass ihr Grad in Bezug auf <f {u + v) nicht niedriger als 7n 
zu sein braucht. Dies läuft offenbar darauf hinaus, dass man m dern 
Falle, wo aus dem algebraischen Additionstheorem keine Gleichung (81), 
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deren Grad in Bezug auf <f{u + v) niedriger als m ist, erhalten wer- 
den kann, das algebraische Additionstheorem selbst als Gleichung (81) 
auffasst Von diesem erweiterten Gesichtspunkte aus betrachtet lässt 
sich der Satz XXI ganz allgemein fassen, und zwar folgend ermassen: 

XXI, a. Jede analytische Function </) (u), die ein alge- 
braisches Ädditionstheoreni hat, besitzt auch ein 'f>abgelei- 
tetes)> Additionstheorem, 

w^o wir uns der Kürze halber erlaubt haben, eine Gleichung von der 
Form (81) und von der oben näher besprochenen Beschaffenheit mit 
dem Namen »abgeleitetes Additionstheorem» zu belegen/ 

Diejenigen analytischen Functionen^ welche ein algebraisches 
Additionstheorem besitzen, zerfallen in zwei Klassen, je nachdem das 
abgeleitete Additionstheorem in Bezug auf y {u + v) a) vom ersten, b) 
von höherem als dem • ersten Grade ist. 

Da von dem abgeleiteten Additionstheorem in Bezug auf die 
Werthe von (p{u + v) dasselbe gilt, was im Satze VIII von dem alge- 
braischen bewiesen ist, so ergiebt sich aus den Sätzen IX und XVI 
sogleich das Resultat: 

XXII. Wenn von einer analytischen Function (p (u), die 
ein algebraisches Additionstheorem besitzt, gilt^ dass ihr 
abgeleitetes Additionstheorem in Bezug auf (p{u + v) vom 
ersten Ch^ade ist^ so ist die Function eindeutig und zwar 
hat sie dann überall im Endlichen den Charakter ebur 
rationalen Function ihres Argumentes u [\V. 85], 

Da wir — wie in der Vorbemerkung gesagt ist — die Unter- 
suchung derjenigen mit einem algebraischen Additionstheoreme ver- 
sehenen eindeutigen analytischen Functionen, die überall im Endlichen 
von rationcdeni Charakter sind, als vollständig erledigt vorausgesetzt 
haben, und wenn wir ausserdem den Satz XVI zu Hilfe nehmen, so 
ist auch die folgende Umkehrung des Satzes XXII als schon bewiesen 
zu betrachten: 



^ Bisweilen wird auch dieses Additionstheorem »algebraisch» genannt [Siehe z. B. 
Theorie der ÄbeV sehen Fiinetionen von Dr. IL Stahl, Leipzig 1896, Seite 5], was jedoch 
kaum zu empfehlen ist, da es die beiden Begriffe nicht streng unterscheidet. 
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XXIII. Wenn eine eindeutige analytische Function (p{u) 
ein algebraisches Additionstheorem besitzt, so hat sie die 
Eigenschaft, dass (p{u + v) rational ausdräckbar ist durch 
(p (m), (f {v), (f' (u), ip' (v), oder m. a. W. dass ihr abge- 
leitetes Additionstheorem in Bezug auf ip [u-\- v) vom er- 
sten Grade ist. 

Die zwei letzten Sätze enthalten offenbar das Resultat, dass die 
Oesammtheit aller mit einem algebraischen Additionstheoreme versehe- 
nen analytischen Functionen (p (w), deren abgeleitetes Additionstheorem 
in Bezug auf (p {u + v) vom erstell Grade ist, ge7iau ziisammenfälU mit 
der Gesamyntheit aller mit einem algebraischen Additionstheoreme ver- 
sehenen analytischen Functionen, die eindeutig sind. Hiermit ist die 
obige Klasse d) erledigt, und hinsichtlich der Klasse b) folgt ohne Wei- 
teres aus dem oben Gesagten die Wahrheit des Satzes: 

XXIV. Die Gesammtheit aller analytischen Functionen 
(f (u), die ein algebraisches Additionstheorem besitzen und 
deren abgeleitetes Additionstheorem in Bezug auf ip[u + v) 
von höherem als dem ersten Grade ist, fällt genau mit 
der Gesammtheit demjenigen mit einem algebraischen Ad- 
ditionstJieoreme versehenen analytischen Functionen, die 
mehrdeutig sind^ zusaynmen. Biese Functionen sind stets 
endlich rnehrdeutig und im eigentlichen Sinne des Woiies 
von algebraischem Charakter. 

Als Beispiel einer solchen Function kann die zweideutige Function: 



(p{u) = ^ cos u 
dienen, die das algebraische Additionstheorem: 

^ - 2x'fz' + x' + y'- 1 = 
und das abgeleitete Additionstheorem: 

^ — x^y^ + 4^ xyx y' = 
hat, wo wir die Ausdrücke: 

^ = <f (w) , y = <f {v) , z = (f{u + v) (73) 

einzuführen haben. 

Nova Acta Reg:. Soc. Sc. Ups. Ser. IV: Vol. 1, Impr. «Ve 1907. 9 
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XXV. Wenji eine rdeuiige analytische Function (f{u) 
ein algebraisches Additionstheorem besitzt, so ist jede sym- 
metrische rationale Fuyiction ihrer r eiyideutigen Zweige: 

(Pi{u),....,(pr{u) (85) 

eine eindeutige mit algebraischem Additionstheorem versehene 

Function von u, die überall im Endlichen von rationalem 
Charakter ist. 

Der Annahme nach ist cp [u] im eigentlichen Sinne des Wortes 
eine Function von algebraischem Charakter (Satz IX), und ihre r ein- 
deutigen Zweige (85) bilden eine einzige cykUsche Gruppe (Satz 3). 

Bezeichnen wir mit 



g{<fi{u),..., (fr (u) ) 



eine beliebige symmetrische rationale Function der eindeutigen Zweige 
(85), so ist dieselbe eine eindeutige Function von w, die überall im End- 
lichen von rationalem Charakter ist (Satz A^). Wird diese Function 
durch R[u) bezeichnet, so haben wir also 



R{u)^g [if, {u),..,(fr (u)) . (80) 



Da (/) {li) ein algebraisches Additionstheorem besitzt, so haben 
wir also nach dem Satze VIII: 

G{<f,{u) ,cf^{v) ,y,(t^ + ^;)) = , (87) 

wo G {x , y , z) eine ganze rationale Function von :r , // , a ist, und X , 
(j. , r unabhängig von einander alle Werthe 1 , 2 , . . . , r annehmen 
dürfen. 

Also haben wir zunächst nach (80) und (87): 
R{u + v) ^ g [(fi {u + v) ,.. , <fr{u + v)j , 



^^{rA^<) .rA'^) ^fri^ + '')) '^ ^ ^ 
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die, wenn (pi{u + v) ^ . . . ^(pr{u + v) eliminiert werden, ein Resultat: 

(^^{9>xiu),<pA^),li{u-[-v)) = (88) 

ergeben, wo G^ eine ganze rationale Function von <f'i{u) , (ffi{^) , 
R{ii + v) ist, und A, , /u wie oben gewählt werden dürfen. 
Aus (86) und (88) erhalten wir in derselben Weise: 

(^i{<Px{^),(pi{v) ,R{u + ^)) = , 

die durch Elimination von <pi{o), . . ^<pr{v) eine Relation: 

G,[(p^{u) ,R{o), R{u + v)) = (89) 

ergeben. 

Schliesslich erhalten wir aus (86) und (89): 

G,{cp,{u),R{v),R{u + v))=0 , 

G,[(p,.{u),R{o),R{u + v)) = 

g[r{u) ,R{v], R{u + v)) = , (90) 



und hieraus: 



wo G {S ^ rj , 'C) eine ganze rationale Function ihrer drei Argumente 
bedeutet. Die Gleichung (90) enthält offenbar das zu beweisende Re- 
sultat. 
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Da dem Satze XVI gemäss jede Gindeiitige analytische Function, 
die ein algebraisches Additionstheorem besitzt, überall im Endlichen von 
rationalem Charakter ist, und da wir die Sätze über diejenigen mit 
einem algebraischen Additionstheoreme versehenen eindeutigen analy- 
tischen Functionen, die überall im Endlichen von rationalem Charak- 
ter sind, als vollständig erledigt angenommen haben, so ist also fol- 
gender Satz als schon bekannt und bewiesen zu betrachten: 

XXVI. Die nothwendige und ausreichende Bedingung 
dafür, dass eiyie eindeutige analytische Function (p{u) ein 
algebraisches Additionstheorem besitzt, besteht darin, dass 
diese Function eine rationale Function ist entweder 

a) von dem Argumente u , oder 

UTTi 

b) von einer Exponentialfunction e "' , oder 

c) don einer doppelt periodischen Function p{u) und von 
ihre?' ersten Ableitung p{u)\ 

Jetzt sind wir im Stande, den folgenden allgemeinen Satz zu 
beweisen: 

XXVII. Die nothivendige und ausreichende Bedingung 
dafür, dass eine analytische Function (fi[u) ein algebrai- 
sches Additionstheorem besitzt, ist, dass diese Function 
eine algebraische Function ist entweder 

a) von dem Argumente u, oder 

UTT i 

b) von einer Exponentialfunction e "' , oder 

c) von einer doppelt periodischen Function p{u) und von 
ihrer ersten Ableitung p{uy. 

Dem vorigen Satze zufolge brauchen wir nur den Fall zu be- 
handeln, dass die Function (p{u) mehrdeutig ist. Die Bedingung ist zu- 
nächst nothwendig; denn wenn die analytische F^unction (p{u) ein alge- 
braisches Additionstheorem hat, so ist sie von algebraischem Charakter 
(im eigentlichen Sinne des Wortes). > Ihr Mehrdeutigkeitsgrad sei mit 
r, und ihre r eindeutigen Zweige, die offenbar eine einzige cyklische 
Gruppe bilden, seien mit y>i(w) , . . . , (fr{u) bezeichnet. Alsdann ist die 
Function durch die Gleichung: 



^ Schwarz, Formeln und Lehrsätze etc., Art. 2. 
^ Ibidem, Art. 1. 
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\(p{u) - (f,{u) { . . . \ip{a) - ip,{u)\ = 

genau definiert, die auf die Form: 

ip''{u) + g,if"-'[u) + ..^-g,.^{) (91) 

gebracht werden kann, wo die Coefficientcn ö'i , . , g,. symmetrische ganze 
rationale Functionen von (pi{u) , . . ,^/^;(^/) und folglich (Satz ^')), als Func- 
tionen von u betrachtet, überall im Endlichen von rationalem Charak- 
ter sind. Dem Satze XXV zufolge haben sie auch algebraisches Ad- 
ditionstheorem. Der Gleichung (91) geben wir daher lieber die Form: 

(p^{u) + R,{ii) (p'\u) + . . . + i2,(2/) = , (92) 

wo also 

^.i H = 9x {% («0 . ■ - y. (w)) (93) 



und 



G,{r,{u) , R,{v) , R,{u + v)) = 



Jetzt müssen wir folgende Fälle unterscheiden. 

a) Wenn die Function y {u) nicht periodisch ist. Die Relationen 
(93) zeigen alsdann, dass auch die Functionen Uj^{u) nicht periodisch 
sind. Da sie aber mit algebraischem Additionstheorem versehen und 
überall im Endlichen von rationalem Charakter sind, so sind sie ratio- 
nale Functionen von u (Satz XXVI, a). Also hat die Gleichung (92) 
jetzt die in XXVII a) angegebene Form. 

b) Wenn dagegen (p{u) periodisch ist, so folgt aus (93), dass 
jede Periode von (p{u) auch Periode von den Functionen R {u) ist. 

&, 1) Wenn dann zunächst (p{u) einfach periodisch ist, so sind 
auch die Ri{u) einfach periodisch, und da sie eindeutig und analytisch 
sind und algebraisches Additionstheorem besitzen, so sind sie rationale 

Functionen von einer Exponentialfunction e *"' (Satz XXVI, &), und die 
Gleichung (92) hat die in XXVII^ h) angegebene Form. 

h, 2) Ist schliesslich (f{u) mehrfach periodisch, so^sind auch nach 
(93) die Rx{u) mehrfach periodisch. Da sie aber eindeutig und analy- 
tisch sind, so können sie nicht mehr als doppelt periodisch sein. Es 
giebt also ein Periodenpaar von (p[u) von der Beschaffenheit, dass (Satz 
XXVI, C-), die R'^{ii) rationale Functionen sind von derjenigen Function 
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p{u)^ für die dieses Periodenpaar ein primitives ist, und von ihrer ersten 
Ableitung p'{u). Also hat jetzt die Gleichung (92) die in XXVII, c) an- 
gegebene Form 

Die Bedingung ist also als nothivendig erwiesen. Dass sie aber 
auch ausreichend ist, geht leicht folgendermassen hervor. [VV. 85]. 
Da es eine einfach periodische und eine nicht periodische Ausartung 
von der doppelt periodischen Function p{u) giebt, vermittelst deren die 
Fällen a) und h) in den Fall c) mit eingeschlossen werden, so lässt 
sich der Beweis folgendermassen mit einem Male führen. 

Nehmen wir nämlich an, dass ^(w) eine algebraische Function 
von p[u) und p{u) ist, d. h. dass eine Gleichung: 

besteht, wo G eine ganze rationale Function von ip , p und p' ist. Fer- 
ner besteht bekanntlich zwischen p[u) und p\u) die algebraische Gleich- 
ung: 

p^'{u) = ^p'iu) - g,p{u) - g, , 

und folglich ergeben diese Gleichungen eine Relation: 

G,{(p{u), p{u)) = , 

wo Gl eine ganze rationale Function von (p und p ist. 
Es bestehen also Gleichungen von der Form: 

Gi[<p{u) , Pill)) = , G,[(p{o) , p{o)) = , Gi(^{u + v) , p{u + v)) = , 
welche, mit dem für p{u) geltenden algebraischen Additionstheorem: 

g[p{u + v), p{u), f(2^0) = O 

vereinigt, ein Resultat von der Gestalt: 

®{(p{u), <p{v), <p{u + v))^^0 

ergeben, welches die Behauptung beweist. 

Bemerkung. Aus dem algebraischen Additionstheoreme haben 
wir das Bestehen sowohl vom abgeleiteten Additionstheoreme wie von 
einer algebraischen Gleichung zwischen der Function und ihrer ersten 
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Ableitung hergeleitet. Umgekehrt lässt sich auch beweisen, dass eine 
analytische Function ein algebraisches Additionstheorem besitzt, jedesmal 
wenn sie mit einem abgeleiteten Addiiionstheorem versehen ist, und zugleich 
eine algebraische Gleichung zwischen ihr und ihrer ersten Ableitung besteht. 
Dies geht nämlich sogleich hervor, wenn man zwischen den Gleich- 
ungen (82) und (83) die Grössen x und y' eliminiert. 

Dagegen lässt sich bloss aus dem Bestehen des abgeleiteten Ad- 
ditionstheoremes — nämlich wenn dieses (f\u) und (p\v) wirklich ent- 
hält — die Geltung des algebraischen nicht folgern; denn aus der blos- 
sen Gleichung (81) kann man keine Gleichung von der Form (79) her- 
leiten. Was man aber hier anstatt einer Gleichung von der Form (79) 
wirklich erhalten kann, wollen wir jetzt erörtern, wobei wir uns jedoch 
auf die Annahme beschränken, dass das abgeleitete Additionstheorem 
vom ersten Grade in Bezug auf (f{u + v) ist^ obgleich die Untersuchung 
auch im allgemeinen Falle mit denselben Hilfsmitteln ausführbar ist. 

Es sei also hier angenommen, dass eine analytische Function 
(f\u) einer Gleichung: 

(p{u+v) = r[(p[u) , ip{v) , (p\u) , (f\v)) (84) 

genügt, w^elche Annahme analogerw^eise erklärt sein soll wie bei dem 
algebraischen Additionstheoreme und auch hier^ den Schluss zu ziehen 
erlaubt, dass es eine endliche Zahl a giebt von der Beschaffenheit, dass 
die Stellen w = a und w = 2a i^egidär sind für die Function y(?/), und 
dass es zwei Potenzreihen: 

%{u — a) und %{u — 2a) 

giebt, welche Elemente der Function (p{u) sind und die Eigenschaft be- 
sitzen, dass (84) durch 

(p{u) = %{u - a) , (p{v) = %{o - a) , (p{u + v) ^ %{u + v- 2a) (94) 

befriedigt wird, so lange u und v diese Reihen convergent machen, was 
sicher der Fall sein wird, wenn u und v einer Bedingung von der 
Form: 

\u—a\<Q , \v- a\<Q (95) 

unterworfen w^erden, wo p eine passend gewählte reelle positive Zahl ist. 



Man vergleiche die Untersuchung vor dem Satze VI. 
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Alsdann gilt der Satz: 

XXVIII. We727i eine analytische Function (f{u) die Eigen- 
schaß besitzt^ dass (p{u + o) eine rationale Function von 
den Werthen: 

(p{u) , (p{v) , (p\u) , cp{v) 

ist, so ist auch (/)'(w+ v) rational durch dieselben Ghvs- 
sen aiisdrückbar^ tmd aussei^deyn lässt sich (f"{u) als ra- 
tionale Function von ip[u) und (p'{u) darstellen. 

Das letzte Resultat ist also hier an die Stelle des im Satze XIX 
gefolgerten getreten. Den Beweis führen wir folgendermassen. 

Benutzen wir^ wie bei einer früheren Gelegenheit, die Bezeich- 
nungen : 

(p{u) = X , (p{v) = ij , (p{u + v) = z , 

so nimmt (84) die Form: 

z = R{x, y, x\ y') (96) 

an. Lassen wir u und v dem Bereiche (95) angehören und x ^ y ^ z 
den Gleichungen (94) gemäss erklärt sein, so ergiebt (96) durch par- 
tielle Differentiation nach u und v 

, dR , dR „ , dR , dR 
z = - X + :--,x , z = -- y + — yy , (9 /) 

dx dx ' dy ^ dy ^ ^ ^ 

weil dann 



Aus (97) erhalten wir im Bereiche (95) 

dx^ '^ dx'^ " dy ^^ "*■ 9?/^ ' 

welche Gleichung, da u und v von einander unabhängig sind, für einen 
Werth V = Vo , dem solche Werthe y und y' entsprechen, für welche 

-V 7? 

die partiellen Ableitungen von R endliche Werthe haben und -—, nicht 

ox 
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unabhängig von x und x verschwindet , eine Relation von der 
Form: 

x' = Ä (a; , o;') , d. h. y"(w) = Ä ((/:(//) , c^'(w)) (98) 

ergiebt. Hiermit ist also der letzte Theil des Satzes bewiesen. 

Die erste der Gleichungen (97) lässt sich vermittelst (98) auf 
die Form: 

z ^ R,{x, y,x\y), 
d. h. 

<f'{u + v) = Ä.(y(i/) , <p (v) , cp'{u) , <f'{v)) (99) 

bringen, und somit ist der Satz vollständig bewiesen, wenn man nur 
beachtet, dass, wie gewöhnlich, von dem Gültigkeitsbereich der Rela- 
tionen (98) und (99) durch analytische Fortsetzung bewiesen werden 
kann, dass er mit dem Existenzbereiche der Function (p{2i) zusam- 
menfällt. 

Setzen wir 

9>(a + wO = V^(w') , (100) 

so ist u - ehie reguläre Stelle für die Fmicfion ^'{u). In der Umge- 
bung: \u'\<Q dieser Stelle ist nach (94) ein Element von i//(w/) durch 

f{u')^f,{u') (101) 

gegeben. Wir wollen jetzt beweisen, dass die Function \ff{u') ein abge- 
leitetes Additionstheorem besitzt, und dass darin, icenn u* und o* im Be- 
reiche : 

\u^\<Y9 . I^'l<y(> (102) 

gelegen sind, v^(w'), V'(v), !/;(?/' + r') heziehimgsweise durch %{u*) , ^i(iO , 
|)i(?^' + i;') ersetzt werden dürfen. 

Denn im Bereiche (95) haben wir nach (84) , (94) und (99) die 
Identitäten : 



f,{u + V -2a) = R{^,{u ~ a) , %\[v - a) , ^\{u - a) , ^V,(r - a)), 



f\{u + v-2a)^R,{^f,{u-a) , f,{v-a),f\{u-a),f\{v-afj 

Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups. Ser. IV: Vol. 1, Impr. »^o 1907. 10 
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Gehören u und v dem Bereiche (102) an, so bleibt jede der Gleichun- 
gen (103) bestehen sowohl für 

M = a + w' , t; = a + ^' 
als auch für 

u = a + v! + V* , z; = a . 

Da u + v — 2a für diese beiden Substitutionen denselben Werth 
// + V erhält, so ergiebt die erste der Gleichungen (103) die Relation : 

= ü!(d,0O , %{v/) , f\{u') , ^\{v)) , (104) 

und die zweite eine analoge, die aus (104) hervorgeht, indem man R 
in Ri ändert. Wird schliesslich zwischen diesen Relationen die Grösse 
'P'iiu + c) eliminiert, so geht eine Gleichung hervor, die offenbar auf 
die Form: 

G{f,{u' + o') , D,(m') , f,{v) , f\{u') , fi{v)) = (105) 

gebracht werden kann und vermittelst (101) ohne Schwierigkeit das zu 
beweisende Resultat: 

ö(V'(^'' + ^0 , V'('0 , V(t') , H>'{u) , ^'{v'}) = (100) 
ergiebt. 

Setzt man in (105) v' = li und bezeichnet mit p den wahren Con- 
vergenzradius der Reihe i\(w'), so erhält man, wenn auch statt u ^ 
gesetzt wird : 



2 

für 



G^iGPiOO , ^^1(2) . "^'XX))-^ (107) 

h/)<P . 
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r 

Setz man hier wiederum statt u -^ , so ergiebt sieh: 

für 

\u'\< 2(} . 

Differenliiert man diese Kelation und benutzt die aus (1)8) her- 
vorgehende Beziehung: 

\u\< 2^9 
SO ergiebt sieh ein Resultat von der Form: 

7;-,(tv;2').r.(2'),i>.(p.*'.(;0)-". (lim 

\u\<2\ 

und wenn man zwischen (107). (lOS) und (110) die (Jrössen ^P, ( .^ j , 
^Vj (^ ,^ j eliminiert, so geht eine Kelation von der Form: 

r^-h\{n) , %ii) .^P',(|i)) = (IUI 

hervor. 

Die Gleichungen (107) und (111) weisen auf ein allgemeines Re- 
sultat von der Forjn: 



^^.(^^.('^^^.(^O .^P'.(i)) = (112) 



hin, wo n hegend welche ganze positive Zahl bedeutet: und es ist in 
der That sehr leicht, die allgemeine (uiltigkeit von (112) nachzuweisen. 
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indem man nämlich annimmt, dass diese Gleichung für eine beliebige 
ganze positive Zahl n bewiesen ist, und daraus herleitet, dass sie auch 
bestehen bleibt, wenn n in n + 1 geändert wird. Dies geschieht ganz 

einfach dadurch, dass man aus (112) die Grössen ^)i\-9;rj und 'J)\(\^,, j 

wegschafft vermittelst derjenigen Gleichung, die aus (107) hervorgeht, 

wenn darin statt ii ^n geschrieben wird, und derjenigen, die aus dieser 

neuen Gleichung durch Differentiation und Elimination von ^p'\ [-^i^:^) 

mit Hilfe von (98) erhalten wird. Also ist eine Relation von der Form 
(112) für jede ganze positive Zahl n gültig, und hieraus ergiebt sich ein 
wichtiges Resultat, das im folgenden Satze ausgesprochen ist. 

XXIX. Jede analytische Function (f{u), die die Eigen- 
schaft besitzt, dass (p{u -f v) als rationale Function von 
(p{u) , (p{r) , cp{ii) und (p[o) ausdrückbar ist, ist eine überall 
im Endlichen existierende eindeutige Function, die auch 
überall daselbst den Charakter einer rationalen Function 
besitzt'. 

Wenn nämlich R eine beliebig grosse endliche reelle positive 
Zahl ist, so kann die ganze positive Zahl n stets so gewählt werden, 
dass man 

2>>/t; (113) 

hat. Setz man dann 



Xn=%{!^,) , ^'n = f\{^) , (114) 



so bedeuten j'„ und x,, gewöhnliche Potenzreihen von u , die im gan- 
zen Bereiche: 

\u'\<R (115) 

sicher convergieren. Setzt man ferner in (112) statt '})i(^/') z^ so kann 
diese Gleichung geschrieben werden: 

go{x,, , x\)z^ + g,{x„ , x,)z^-'' + . . . + g^^^x,, , x,) = , (116) 

') Formeln und Lehrsätze, Art. 2. 
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wo l ihr Grad in Bezug auf 2 ist, und die Coefficienten g{x„ , x„) im 
ganzen Boreiche (115) als gewöhnliche Potenzreihen von u darstellbar 
sind. Wie bei früheren Gelegenheiten dürfen wir auch hier annehmen, 
dass die also in der Form: 

Po(w>A + P,{u')z^'' + ... + Px(u) = 

geschriebene Gleichung (116) im ganzen Bereiche (115) irreductibel 
oder sonst durch eine solche ersetzt worden ist. 

Da diese Gleichung im kleineren Bereiche : \ u \<() durch 

befriedigt ist, so sieht man durch analytische Fortsetzung ein, dass die 
aus ^Pi(^/) im ganzen Bereiche (115) sich ergebende analytische Func- 
tionsbestimmung überall daselbst nicht nur dieser Gleichung Genüge 
leistet, sondern auch von algebraischem Charakter ist. 

Da i\(^/) ein Element von der analytischen Function «//(//) ist 
und da R beliebig gross gewählt werden konnte, so ist also iff{u) in 
jedem endlichen Bereiche von algebraischem Charakter. Dasselbe gilt 
also wegen 

(p{ii) = yj{u — a) 

auch von der Function (p{u) . 

Durch Ueberlegungen, die den bei den Sätzen VIII und IX be- 
nutzten ganz analog sind, ergiebt sich schliesslich aus der hier gelten- 
den Gleichung (84), dass (p{ii) auch eindeutig und folglich überall im 
Endlichen von rationalem Charakter ist, w. z. b. w. 

Schlussbemerkung. Man sieht aus den letzten Untersuchungen 
sofort ein, dass der Begriff des abgeleiteten Additionstheorems dahin er- 
weitert werden kann, dass man eine algebraische Gleichung zwischen 
(p{u + v) , (p{u) , cp{u) , . . . , (p^'\it) , (p{f^) , y?'(y) , . . . , (p^''^{v) ein abgelei- 
tetes Additionstheorem r:ter Ordnung nennt. 

Für eine analytische Function, die ein solches Additionstheorem 
besitzt, können Resultate, die den obigen ziemlich analog sind, ohne 
Schwierigkeit mit ungefär denselben Hilfsmitteln erhalten werden. 

Ohne auf die Auseinandersetzung dieser Resultate hier näher 
eingehen zu wollen, erlaube ich mir jedoch den folgenden Satz auszu- 
sprechen. 
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Jede (mahjüsche Funetion (f(u), die ein ahgelelktcs Addi- 
tvnistheoreni heUehic/er Ordminfj besitzt, fvelches in Bezug 
auf (f[ii + (^ rom ersten Grade ist, ist eine überall im 
Endlichen existierende eindeutige Funetion, die auch über- 
all daselbst den Charakter einer rationalen Functiori be- 
sitzt. 

In diesem Satze ist offenbar der Satz XXIX als specieller Fall 
enthalten. 

Als Beispiel hiervon führen wir die Function: 

w(u) = -) [ 
^^ ^ a{u) 

an, vvelehe das abgeleitete Additionstheorem zweiter Ordnung: 

#. + .) = V'(«) + #')+2V^iP(i^ (117) 

besitzt^ und folglich nach dem obigen Satze überall im P]ndliehen von 
rationalem Charakter ist. 
Da ferner 

, if'^u) + \<P{u) - g,<p{u) + g, = 

ist-^, so ergiebt sich aus (117) für diese Function (f{u) auch ein abge- 
leitetes Additionstheorem erster Ordnung, das jedoch in Bezug auf 
(f{u + v) von höherem als dem ersten Grade ist. 

Diese Function y>(w) ist uns hier von Interesse, weil sie die auf 
der Seite 71 ausgesprochene Behauptung bestätigt, dass man aus dem 
Bestehim eines abgeleiteten Additionstheorems nicht schliessen darf,, dass die 
Function ein algebraisches besitzt. Denn wenn diese (i{u) ein algebrai- 
sches Additionstheorem besässe, so würde sich daraus (Satz XIX) ergeben^ 
dass eine algebraische Gleichung zwischen der niM periodischen Func- 
tion (f'(u) und der periodischen (f\u) bestände, was ja offenbar unmög- 
lich ist. 

* Formeln und Lehrsätze, Art. 11, Gleichung (4) und Art. 9, Gleichung (1). 
^ Formeln und Lehrsätze, Art. 9, Gleichung (li). 
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